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Vorwort

Beim Studium der Fachliteratur wird der Funkamateur immer
wieder mathematische Beziehungen finden, die auch fir die
Amateurpraxis von Bedeutung sind. Die notwendigen Rechen-
operationen erfordern aber, daB Formeln umgestellt und
Kommastellen festgelegt werden mussen. Dariiber hinaus er-
fordert die T.ésung bestimmter Aufgaben z. B. das Rechnen
mit Potenzen oder Wurzeln, Logarithmen bzw. komplexen
Zahlen. In der Broschiire sind diese mathematischen Probleme
in verstindlicher Form dargestellt. Die vielen Beispiele werden
dem Amateur helfen, die mathematischen Zusammenhinge
besser zu verstehen und analoge Aufgaben aus seinem Bereich
schneller zu I6sen.

Leipzig, im Dezember 1967 Otthermann Kronjdger






1. Potenzen und Wurzeln

Nicht selten kommt es vor, dafl der weniger erfahrene Funk-
amateur bei seinen Rechenoperationen Schwierigkeiten hat,
die Kommastellen festzulegen. Durch Rechenverfahren mit
Potenzen lassen sich die genannten Schwierigkeiten leicht
iiberwinden. Aus diesem Grunde sei zunichst ein Einblick in
die Potenzrechnung gegeben.

1.1. Potenzen

Hat man n Faktoren a
a+a...a, (1)

so kann man derartige Produkte in kiirzerer Form
an 2

schreiben. Mit Gl (2) wire demnach n = 3. In der Potenz-
schreibweise nennt man a die Grundzahl oder Basis und n die
Hochzahl oder den Exponenten. Der Wert einer Potenz hiingt
von der Grundzahl sowie vom Exponenten ab. In Bild 1 ist die
Potenz als Funktion der Grundzahl mit verschiedenen Expo-
nenten dargestellt. In der Technik des Amateurs trifft man
sehr oft fir a den Wert 10 an, die sogenannte 10er-Potenz.
Nun einige allgemeine Potenzen:

al=1 1In=1 al=a a®=z (3)
Daraus ergibt sich:

— Jede Grundzahl mit Null potenziert ergibt immer 1.

— Eine Grundzahl 1 mit n potenziert ergibt 1 (n zwischen 0
und oo).

— Die mit 1 potenzierte Grundzahl a ergibt a.

— Die mit unendlich potenzierte Grundzahl ergibt z = 0,
wenna < l;z=1, wenna = 1;z = oo, wenn a > 1.



* o )
T

! L L Bild 1

Ist die Basis einer Potenz negativ, so erhélt man ein positives
Ergebnis, wenn ein gerader Exponent vorliegt (z. B. n = 2).
Dagegen wird bei ungeraden Exponenten (z. B. n = 3) das
Ergeb{lis negativ.

1.1.1. Multiplikation von Potenzen

Man multipliziert Potenzen mit gleicher Basis, indem man
deren Exponenten addiert, also die Basis mit der Summe der
Exponenten potenziert:

gm . gh — gm+n (4)
Potenzen mit gleichen Exponenten, aber verschiedenen Basen
potenziert man, indem die Basen miteinander multipliziert

und dann mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert
werden :

an.bn.enz(a.b.c)n (5)

Eine Potenz wird potenziert, wenn man die Basis mit dem
Produkt der Exponenten potenziert:

(amm = an - m (®)
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1.1.2. Potenzen mit negativen Exponenten

Der Kehrwert einer Potenz mit negativem Exponenten wird
in eine Potenz mit positivem Exponenten verwandelt:

1 1

a = — und — =ap (7

an a*n
Potenzen mit gleicher Basis, aber positiven und negativen
Exponenten haben als gemeinsamen Exponenten die Differenz
der Exponenten:

al’l

an-gm — gn—-m — — (8)
a’

Sind die Exponenten mehrerer Potenzen mit gleichen Basen
negativ, so gilt #hnliches wie in Gl. (4) und GI. (7):

q—Mm . g-N — g—(m+n) —

&)

am+n
Ferner ist:
1
(am)™m = a M0 = S (10)
(a™n)m —= pmn (11)

1.1.3. Division von Potenzen

Potenzen mit gleicher Basis dividiert man, indem die gemein-
same Basis mit der Differenz der Exponenten potenziert wird:

am

— = m,wennn>m und

& an-—

am

—=am ", wennm >n (12)
&

Potenzen mit gleichen Exponenten, aber ungleichen Basen als
Quotienten werden potenziert, indem man die Potenzen ge-
trennt berechnet und das Ergebnis dividiert:

a “_ an 13
()= o

11



1.1.4. Potenzen mit gebrochenen Exponenten

Wurzeln kann man als Potenzen mit gebrochenen Eponenten
darstellen:

n, 1 @n,_ /n . \m m
7Va, = an l/am = ( Va) = an (14)
Des weiteren gilt:
m u  mu
am -av=—an v (15)

Es gelten die gleichen Beziehungen wie bei Potenzen mit
ganzen Exponenten. Das wird deutlich, wenn man beispiels-

. m
weise — = z setzt.
n

1.1.5. Binomischer Lehrsatz

Durch Anwendung dieses Satzes ist man in der Lage, Summen
oder Differenzen zu potenzieren. Auf eine Ableitung des Satzes
muB verzichtet werden. Will man (a - b)™ potenzieren, so gilt:

n

(a4 b2 = 3(B) an-k bk (16)

Fiir den ersten Augenblick mag Gl. (16) etwas verwirrend aus-
sehen. Deshalb sollen die Begriffe erldutert werden. Das
Summenzeichen X heifit: Summe aller (aller Sumnmanden).
Der Klammerausdruck bedeutet n iiber k, eine abgekiirzte
Schreibweise fiir:

ny n! 17
(k)*(n—k)zﬁ (1)

Das\ Zeichen n! nennt man Fakultit, n!=1-2-3 ... n.
Erwéhnenswert dazu ist, daB (J) = 1 ergibt. An Hand der
folgenden Beispiele wird die Anwendung des Satzes erklart:

(a + b)?
Ist k = 0, dann wird ((2)) = 1 und a2-0 b0 = a?,

also der erste Summand damit a2.

12



1-2
Ist k = 1, dann ergibt (}) = ———— =2 und a2~ 1bl=ab,
@—1nrl
der zweite Summand 2 ab.
Ist k = 2, dann wird (3) = 1 und a2-2 b2 = b2,
der dritte Summand b2.

Man geht nicht weiter wie n = k;

(a - b)2 = a2+ 2ab + b2

(a + b)?
k=0(3) =1a3-0b0 = a3, der erste Summand a3;
1-2-3
k=10 = 2 3a3-1b! — a2h,
B_1)1

der zweite Summand 3 a2b;

k=23 =3 a3 2b2= ab? der dritte Summand 3 ab?;
=3@) =1 a3~3Db3 = b3, der letzte Summand b3;

somit wird:

(a + b)® = a3 -+ 3a2b + 3 ab2 | bS.

Ersetzt man b durch — b, so erhdlt man aus Gl. (16) die Be-

rechnung von (a — b)2. Schliefilich ergibt sich (a + b) (a — b)
= a2 — b2,

1.2, Wurzeln

Das Wurzelziehen ist die Umkehrung des Potenzierens. Hat
man

a— b, (18)

so sind a der Wurzelwert, b der Radikand und n der Wurzel-
exponent. Man sagt, a ist die n-te Wurzel von b. Dabei wird
vorausgesetzt, daB b eine positive Zah! ist. Es ist schon erkléart
worden, daB man Wurzeln als Potenzen schreiben kann. Eine
in der Amateurtechnik oft vorkommende Wurzel ist die soge-

13



Bild 2

3L

nannte Quadratwurzel mit n = 2. Fiir diesen Fall schreibt
man die 2 an der Wurzel nicht. Bild 2 148t erkennen, dafl zu
jedem b-Wert zwei a-Werte gehoren, wenn n = 2 ist (sowohl
— a? wie -+ a? ergeben den gleichen b-Wert); die Quadrat-
wurzel hat also eine zweideutige Aussage. Allgemein gilt des-
halb: Fir gerades n ist der Wurzelwert sowohl positiv wie
negativ, fur ungerades n hat der Wurzelwert das gleiche Vor-
zeichen wie der Radikand.

1.2,1. Addition und Subtraktion von Wurzeln

Eine Addition und Subtraktion von Wurzeln ist nur dann
zugelassen, wenn diese gleiche Wurzelexponenten und gleiche
Radikanden haben:

8, 8, 3 _
Vb+Vb=2Vb

Vb —0,5)b = 0,5)/b (19)

und

1.2.2. Muliplikation und Division von Wurzeln

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten multipliziert man,
indem die Radikanden multipliziert werden. Aus diesem Pro-
dukt ist dann die Wurzel zu ziehen:

91/?1 -I“ll/é =2Vd—-é (20)

14



Haben die Wurzeln gleiche Radikanden, aber verschiedene
Whurzelexponenten, so gilt:

Vo Vb= Vimes @1)

Whurzeln mit gleichen Wurzelexponenten sind so zu dividieren,
daB die Radikanden dividiert werden und aus diesem Quo-
tienten die Wurzel gezogen wird:

Ya /d
. ;ll;i:V; (22)
e

Sind die Radikanden der zu dividierenden Wurzeln gleich, aber
die Wurzelexponenten sind verschieden, dann gilt:

_I/Ab — EI};n‘/g_mfn (23)

1.2.3. Potenzieren und Radizieren von Wurzeln
Der Vollstindigkeit halber sei nochmals erwédhnt, dafl
., \m n
CVs)" =i
und (24)
S/a - ma, Hfmo
Vs == = Ve

ist (s. Abschnitt 1.1.4.).

1.2.4. Berechnen von Wurzeln

In der Amateurpraxis berechnet man Wurzeln meistens mit
dem Rechenschieber. Wie noch gezeigt wird, kann man mit
Hilfe von Logarithmen noch genauere Ergebnisse erzielen.
Dariiber hinaus gibt es Tabellen von Quadratzahlen und von
deren Wurzelwerten. Der Umfang dieser Broschiire gestattet
es nicht, das direkte Berechnen von Quadratwurzeln zu be-

15



handeln. Im folgenden Abschnitt sind Ndherungsberechnungen
von Wurzeln angegeben, die in vielen Féllen ein ausreichendes
Ergebnis bringen.

1.2.5. Niherungen

—_— b
Va2j:b%ai2— firb < a; (25)
" .

Va2 +b2a 096a +04b fiira>b;

) b
Va'2+b~a+3“a§? ' (26)

VI Lba~14+05b;

1
——— 1 F0,5b fir b <0,05. 27)
Vitb
Weitere Niherungen fur 1 » x = 0:

1+x2~142x 1+xp3a~l1+3x

1 1
Y a1 F 2 2
T lTE Gpsp~tF2x 8
1
ixmlj:2x ;Nl
1F x 1+ x2

1.3. Zehnerpotenzen

Es wurde schon darauf hingewiesen, daf} es sehr zweckmifBig
ist, wenn der Amateur bei seinen Berechnungen mit Zehner-
potenzen operiert. Aus diesem Grund werden im folgenden eine
Anzahl immer wieder vorkommender Potenzen mit ihren
Abkiirzungen angegeben.

16



Tabelle 1 Vorsitze zur Bildung von Vielfachen und Teilen von
Einheiten

Tera ~ T 1000000000000 = 1012 Einheiten
Giga G 1000000000 = 109 Einheiten
Mega M 1000000 = 106 Einheiten
Kilo k 1000 = 103 Einheiten
Hekto h 100 = 102  Einheiten
Deka da 10 = 101  Einheiten
Dezi d 0,1 = 101 Einheiten
Zenti ¢ 0,01 = 102 Einheiten
Milli m 0,001 = 10~3 Einheiten
Mikro I 0,000001 = 10-6 Einheiten
Nano n 0,000000001 = 10-9 Einheiten
Pico P 0,000000000001 = 1012 Einheiten
Femto i 0,000000000000001 = 10-15 Einheiten
Atto a 0,000000000000000001 = 1018 Einheiten
DBeispiel 1

bt 2b%+3bi=Dbi(l + 2+ 3) =6 bt

Beispiel 2

Dazu Gl. (4), Gl. (5), GL (8).
(2:2+2-2)(2-2) = 24-22 —24+2 — 26 — 64
33.923.63 = (3-2-6)3 = (62)3 = 66 = 4,66 - 104
12a2b-5ab2-2labc =4-3-5-3-7 (a%) b3 ¢

Beispiel 3

=12,6-102atbtec

Hierzu die Gl. (7) bis GL (12).

10783 = —
108

1

102

102

1010

1010 - 106 — 10106 — 04 = —

1086

17



100-10-1.310-2-103 = 10-(1+2+3) — 10-6 — i
108
10 \ 10 101\ 10 1
) = — 101-2)10 — (10~1)10 — 1Q~10 —
(IOO) (102) = o= ) 1010
2*103-4~2,5'10*3~104 2:4- 25 10 -3+4)

— = ~ 8104
7-106-9-101-10°1-4 7:-9-4 10(6“’“1 =

Beispiel 4
Hierzu Gl. (13), G1. {14).

Va-al/z = al/2 - gtz — all2+12) = g
Y23 - 56 = y(2/3 + 5/6) — y1,5

l/;I Cxl2 = 12 x1/2 — x(1/2 — 1/2) — x0 — ]

(p20)1/5 —_ p20/5 — p4 .
(21/2 + 41/2) (181/2 — 91/2) — 361/2 — 181/2 _]_ 721/2 — 361/2
=542 = (32)12. (2. 3)1/2 = 3. /6 = 3 - (- 2,45)

Beispiel 5
Hierzu die Gl. (21) bis Gl. (23).
V3-V4-V6=)3-4-5= 1773

.3 6 , 6 6 6
J/100 - /100 = /1005 = /1010 = /106 /10

3
= 10- 1046 = 10 /102 ~ 46,5

Ve q /10 =102 = 4 10t = 4+ 0,1
Vit 104
Beispiel 6

Hierzu Gl. (25).

_ 5

V2505 = |/2600 + 5 = 50 + ;= & & 50,05
_ 6

V426 = 1420 + 6 = 20,5 + ,; ~ = 20647

18



2. Logarithmen

Mit Hilfe der Logarithmen kann man viele Probleme der
Mathematik wesentlich leichter bewiltigen. Fiir den Amateur
bedeutet das: Anwenden der Logarithmen beim Wurzelziehen,
Potenzieren (besonders mit gebrochenen Exponenten) — unter
Benutzung des Rechenschiebers. Was versteht man unter
logarithmieren ?

Logarithmieren bedeutet, daB zu einer gegebenen Potenz ¢
und ihrer Grundzahl a der Exponent b zu suchen ist. Anders
gesagt: Der Logarithmus b einer Zahl ¢ fiir die Basis a ist der
Exponent, mit dem man a potenzieren muf, um die natirliche
Zahl ¢ (den Numerus) zu erhalten. In eine Formel geschrieben,
ergibe sich: ’

b = log?c (29)

Es istin diesem Fall nur von Bedeutung, dal mit der Grund-
zahl a = 10, dem sogenannten Briggschen oder dekadischen,
und mit a = 2,718 = e, dem natirlichen Logarithmus, ge-
rechnet wird. Beide Systeme sind durch die folgende Bezie-
hung: .
lge=0,4343In¢c (30)
Ine=230261gec

miteinander verbunden. Entsprechend der Vereinbarung
schreibt man fiir den dekadischen Logarithmus ,,1g” und fiir den
natiirlichen Logarithmus ,In“. Die Genauigkeit der Rechen-
ergebnisse beim Logarithmieren wird von der Stelle der Man-
tisse b beeinfluBt. Die entsprechenden Logarithmentafeln
gestatten es, b in 3, 4 usw. Stellen abzulesen. Wenn also beim
dekadischen Logarithmus a = 10 ist und man von der natiir-
lichen Zahl 10 (dem Numerus) die Mantisse nennen soll, dann
ergibt sich gemaf Gl. (29) 1g 10 = 1. Demnach ist der Expo-
nent 1, denn potenziert man die Basis 10 mit der Mantisse 1,

19



so erhdlt man die natirliche Zahl 10 (101 = 10). Dagegen
ergibt sich beim natiirlichen Logarithmus auch bei der Man-
tisse 1 die naturliche Zahl 2,718, wenn In 2,718 = 1.

G5+

S
”/7234557537700
0/5_

-7 L

Bild 3

Bild 3 zeigt die Funktion b = Ig c. Je weiter man die Ordinate
auseinanderzieht, um so genauer 1Bt sich die Mantisse b fest-
stellen. Mit guter Naherung ist beispielsweise fiir die Zahl
2 A b =0,3. Die Stellenzahl beim Logarithmus wird nicht durch
ein Komma, sondern durch einen Punkt gekennzeichnet. Jeder
Logarithmus seizt sich zusammen aus der vor dem Punkt
stehenden ganzen Zahl (der Kennziffer k) und der hinter dem
Punkt stehenden Mantisse. Die Kennziffer des dekadischen
Logarithmus einer ganzen Zahl ist um 1 Eleiner als die Anzahl
der Ziffern dieser Zahl. Beispielsweise ist die Kennziffer jeder

— 1ziffrigen Zahl 0,
— 2ziffrigen Zahl 1,
— 3ziffrigen Zahl 2 usw,

Eine negative Kennziffer zeigt, an welcher Stelle nach dem
Komma der natiirlichen Zahl die Ziffern beginnen (—1 A 0,1;
—2 A 0,01; —3 A 0,001 usw.). Die Mantisse gibt den Loga-
rithmus des Numerus ohne Beriicksichtigung des Stellenwerts
an. Die Mantissen der Zahlen sind also gleich (z. B. von
6,3 A 0.8 oder 63 A 0.8 usw.). Nachstehend eine Aufstellung,
die die vorstehende Erkldrung vervollstdndigt.

20



Numerus Kennziffer

10
100
1000
0,1

WY -=O

0,01 —2
0,001 —3

Fiir ¢ = 5 ergibt sich Ig 5 = 0.7; wenn ¢ = 50, so wird Ig 50
= 1.7; fur ¢ = 0,05 ist 1g 0,05 = 0.7 — 2 (die Ziffer beginnt
2 Stellen nach dem Komma).

Die wichtigsten Logarithmengesetze lauten:

Der Logarithmus eines Produkts ist gleich der Summe der
Logarithmen der Faktoren:

Ig(A-B)y=1gA +1gB (31)

Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz
der Logarithmen des Dividenden und des Divisors:

A
lg§=lgA—lgB (32)

Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt, ge-
bildet aus dem Exponenten und dem Logarithmus der
Basis:

lgd® =n-lgd - (33)

Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Quotienten,
gebildet aus dem Logarithmus des Radikanden und dem
Wurzelexponenten:

a1
Ig l/d:;l lgd (34)
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2.1. Anwendung der Logarithmentafél

Es wurde schon darauf hingewiesen, daB die Mantissen in
Logarithmentafeln angegeben werden. Je groBer die Stellen-
zahl der Mantissen ist, um so genauer 148t sich der Logarith-
mus eines Numerus feststellen. Beispielsweise enthilt eine
5stellige Tafel den Numerus von 0 bis 1000. Da die Mantisse
unabhiingig von der Stellenzahl des Numerus ist, kann man
auch die Logarithmen iiber 1000 ermitteln (z. B. mit der
5stelligen Tafel). Nihere Erlduterungen dazu findet der Leser
in den folgenden Beispielen. Auf der linken Seite der Log-
arithmentafel ist der Numerus aufgetragen. Zwischenwerte des
Numerus von 0 bis 9 sind aus danebenliegenden Spalten er-
sichtlich. Stimmt der Zahlenwert des Numerus nicht genau mit
dem in der Tafel iiberein, da die Stellenzahl der Mantissen nicht
ausreicht, so kann man durch lineare Interpolation teilweise
die Ungenauigkeiten in der Angabe der Mantisse ausgleichen.
Far die folgenden Beispiele wird eine 5stellige Tafel voraus-
gesetzt.

Beispiel 7

Ermittle den Logarithmus von 935!

Man sucht in der linken dufleren Spalte der Logarithmentafel
zum Numerus die Mantisse, sie betrigt 0.97081.

GemiB den Erlduterungen ist die Kennziffer k = Stellenzahl
des Numerus —1, also in diesem Fall k = 2.

Der Logarithmus von 935 ist damit 2.97081.

Beispiel 8

Welchen Wert hat der Logarithmus des Numerus 2,24 ?

Da die Mantissen ohne Beriicksichtigung der Stellenzahl des
Numerus gelten, wire es prinzipiell gleich, ob’ man vom
Numerus 2,24; 22,4 oder 224 ausgeht. Es sollte jedoch die
Tabelle der Logarithmentafel benutzt werden, die es gestattet,
den hochsten Zahlenwert des Numerus noch ohne Beriicksich-
tigung seiner Stellenzahl abzulesen. Nachstehend sind die 3 -
Moglichkeiten zur 5stelligen Logarithmentafel erldutert.
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Die Logarithmentafel lift den genauen Ablesewert fiur 2,24
nicht zu, da es lediglich die Spalte 2,2 oder 2,3 gibt. Der Zwi-
schenwert 2,24 ist nur durch Interpolation zur Feststellung
der Mantisse moglich. Dazu liest man die Mantisse zum
Numerus 2, 3.4 0.36173 und 2.2 — 0.34242 ab. Die Differenz
beider Werte ist 1931. Die Differenz 1931 dividiert man durch
10 und multipliziert diesen Wert mit der letzten Zahl des
Numerus (in diesem Fall mit 4); 193,1 - 4 = 774. Addiert man
jetzt diesen Wert zu der Mantisse von 2,2, so hat man die
gleiche von 2,24 — 0.34242 4 773 = 0.35015. In einer Formel
zusammengefaBt, ergibt sich der Zahlenwert bei der Inter-
polation als
Differenz der Mantissen
7’ == - p-fache der Zahl.
10

Wird aber statt 2,24 die Zahl 22,4 gewihlt, so ist keine Inter-
polation notwendig ; man findet 0.35025. Da 2,24 unter 10 liegt,
erhiilt man fiir die Zahl 2,24 den Numerus 0.35025. Verglichen
mit der oben festgestellten Mantisse, ist ein geringer Unter-
schied vorhanden, der aber in vielen Fillen nicht ins Gewicht
fallen diirfte.

Geht man von 224 aus, so erhiilt man fiir die Mantisse eben-
falls 0.35025. Das Beispiel 1aBt erkennen, da die Mantisse zum
Numerus dort aufgesucht wird, wo es die Logarithmentafel
noch zuldft.

Beispiel 9

Wie grof3 ist der Logarithmus von 15425 ?

Die Logarithmentafel reicht nur bis zum Numerus 1000. Es sei
nochmals erwihnt, da8 die Mantisse unabhingig ist von der
Stellenzahl des Numerus. Bei 154,2 erhélt man aus der Log-
arithmentafel die Mantisse 0.18808. Danach wird die Mantisse
zum Numerus 154,3 A 0.18837 ermittelt. Nun ist die Inter-
polation erforderlich. Die Differenz der Mantissen betrigt 29.
Nach der angegebenen Beziehung mu3 man zur Mantisse
0.18808 2,9-5 addieren. Die Kennziffer von 15425 ist 4. Dar-
auf folgt der Logarithmus von 15425 — 4.18822.
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Beispiel 10
Ermittle den Logarithmus von 100245!

Die Tafel 148t nur den Numerus 100,2 zu. Die Mantisse ist
0.00087. Auch in diesem Fall miiite interpoliert werden, wobei
man die vorletzte Zahl nach oben aufrundet, da die letzte Zahl
eine 5 ist. Auf das Vorgehen bei der Interpolation kann jetzt
verzichtet werden. Die Kennziffer ist 5, somit ergibt sich der
Logarithmus von 100245 2. 5.00109.

Beispiel 11
Es sind folgende Zahlen als Potenzen von 10 darzustellen:
3100, 9526, 7,2.

Aus den Erklarungen ergibt sich, dafl man von den Zahlen den
Logarithmus suchen muf}. Danach ist dieser als Potenzexpo-
nent zur Basis 10 anzugeben.

Zum Aufsuchen der Mantissen wird eine bstellige Logarithmen-
tafel verwendet. Fiir iiberschligige Ermittlungen kann man
auch den Rechenschieber, die Tafel im Anhang oder die Dar-
stellung nach Bild 3 verwenden.

1g 3100 ist 3.49136, also die Potenz 108-49136;

1g 9526 ist 3.97891, also die Potenz 103-97891;

lg7,2 ist 0.85733, also die Potenz 100-85733,

Beispiel 12
Welcher Numerus ergibt sich aus den Potenzen 108.47712;
102-27875, (090809 . ] ?

Man sucht in der Tafel die Mantisse auf. Die Kennziffer gibt
die Stellenzahl an. Fir die jeweilige Potenz lautet der ent-
sprechende Numerus der

— ersten Potenz: 3000,

— zweiten Potenz: 190,

— dritten Potenz: 0,8.
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Beispiel 13

Bestimme zu den nachstehenden Logarithmen die Zahlen
(Numeri):

1
Igb 4 —1ga
Iga + lgh —lgc¢; mlgh + nlga; .~ .

n

Anwendung der Logarithmengesetze:

a'b

c

bhm. gn
7l/b Va

Beispiel 14

Logarithmiere folgende Ausdriicke:
g\m

()

lg i
V’

T anbs

bl‘ ‘/cn l/am

Anwendung der Logarithmengesetze:

lg

m (Iga — lghb)

1
Igb — —1ga
n

}, [(nlga + ﬁlgb) — (rlob -+ —lgc + — lga)}
m r



Beispiel 15
Lose folgende praktische Aufgaben mit Logarithmen:

288,7
* 95,023 8,3247
Man sucht die Mantissen der angegebenen Zahlen und bestimmt
die Kennziffern. Es ergibt sich dann:

1g 288,7 = 2.45045
Ig 25,923 = 1.43385
Ig 8,3247 = 0.92037

Nach den Rechenregeln wird 2.45045 — (1.43385 4~ 0.92037)

= 0.09623. Die Kennziffer ist Null, also liegt die Zahl zwischen

0 und 10. Man sucht nun in der Tafel zu der errechneten Man-

tisse den Numerus; der betrigt 1248, Da die Kennziffer Null

ist, ergibt sich 1,248.

b) __}__

0,74839 - 85,184

Die Logarithmen der Zahlen sind:

gl =00

1g 0,74839 = 0.87413 — 1

lg 85,184 = 1.93087

Deshalb wird 0.0 — (0.87413 — 1 <+ 1.93087)
0.0 — 1.80500.

Da bekanntlich k nur die Stellenzahl angibt, muBl man zur
Losung der Aufgabe einen  Rechenkniff” anwenden, um die
Mantisse dieser Differenz zu ermitteln. Am Ergebnis éndert
sich nichts, wenn man statt 0.0 den Wert 1.00000 — 1 schreibt.
Damit wird 1.00000 — 1 —(0.80500 — 1) = 0.19500 — 2.
Die Mantisse 0.19500 hat den Numerus 1567. Da k = —2ist.
erhilt man als Ergebnis der Aufgabe die Zahl 0,01567.

1,79446
3,53275

Ig 1,79446 = 6 (0.25382)
lg 3,53275 = 5 (0.54810)

c)

26



Damit ist 6 (0.25382) — 5 (0.54810) = 0.77822 — 2.
Zur Mantisse 0.77822 erhilt man die Zahl 6001.

Da k = —2 ist, lautet das Ergebnis 0,06001.

d) (8,1243-1073)3

lg 8,1243 = 0.90974, also 3 - 0.90974 = 2.72922;

1g 10 = 1.00000, also —9 - 1.00000 = —9.00000;
somit ist

2.72922 + (—9.00000) = 0.72922 — 7.

Die Zahl 5362 hat die Mantisse 0.72922. Da k = —7 ist, gilt
als Ergebnis 0,0000005362.

9,32642

Ej1/39,75 /1,600
g 9,3264 = 0.96970 und 2 - 0,96970 — 1.93040;
1g 30,75 — 1.50934;
1g 1,609 — 0.20656 und 0,5 - 0.20656 — 0.10328.
Damit ist 1.93940 — 0,333 (159934 - 0.10328) — 1.37765.

Zur Mantisse 0.37765 gehort die Zahl 2386. Da k = 1 ist, er-
hilt man als Ergebnis 23,86.

Beispiel 16

Wie groB ist der natiirliche Logarithmus von 27,3 ?
Der dekadische Logarithmus von 27,3 ist 1.43616. Mit Gl. (30)
ergibt sich:

In 27,3 = 2,3026 - 1.43616 = 3.3

Wie hei3t der dekadische Logarithmus zum natiirlichen Loga-
rithmus 3.40120?

Mit Gl. (30) errechnet man:
0,4343 - 3.40120 = 1.47714

Beim Aufsuchen der Mantisse in der Tafel findet man die Zahl
3000; weil k = 1, entspricht die Zahl 30 dem Ergebnis.



3. Gleichungen

In diesem Abschnitt sind die Verfahren zur Losung von Glei-
chungen mit einer und zwei Unbekannten, quadratischen sowie
gemischtquadratischen Gleichungen beschrieben. Dabei wird
vorausgesetzt, dafl einige allgemeine Rechenoperationen (z. B.
die Bruchrechnung) beherrscht werden.

Was versteht man unter einer Gleichung ?

Eine Gleichung ist ein Ausdruck, der angibt, dall zwei Groflen
einander gleich sein sollen. Man unterteilt die Gleichungen in
identische Gleichungen und Bestimmungsgleichungen. Bei
identischen Gleichungen gilt: Die eine Seite ist nur die Um-
formung der anderen (z. B. a = a oder 3 x 4- 6 x = 9 x). Eine
Bestimmungsgleichung ist nur dann erfiillt, wenn sie fiir einen
Wert oder fir einige besondere Werte der in ihr enthaltenen
GroBen richtig bleibt. Die in einer solchen Gleichung vor-
kommenden GréBen, denen man besondere Werte geben mus,
damit die beiden Seiten der Gleichung einander gleich sind,
werden die Unbekannten genannt. Die Einteilung der Bestim-
mungsgleichungen erfolgt:

— nach der Anzahl der Unbekannten,
— nach der héchsten Potenz der Unbekannten.

Danach gibt es beispielsweise Gleichungen mit einer, mit zwei
oder n Unbekannten und Gleichungen ersten, zweiten oder
m-ten Grades. Man nennt die letztgenannten auch lineare oder
quadratische Gleichungen. Nicht alle Aufgaben liegen sofort
in Form einer Gleichung vor. Zur Losung derartiger Aufgaben
mubBl man einen Ansatz bilden (Textaufgaben). Damit diese
leichter gelost werden kénnen, mufl man Moglichkeiten des
Ansatzes iiben. Dariiber hinaus gibt es eine Anzahl von For-
meln, die dem ungeiibten Amateur dann Schwierigkeiten be-
reiten, wenn er nicht erkennt, wie man mit den Formeln rechnen
kann bzw. wie sie umzustellen sind. Die folgenden Ausfithrun-
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gen sollen dem Amateur helfen, sich die entsprechenden Fahig-
keiten anzueignen.

3.1. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbhekannten

In der Mathematik benutzt man die letzten Buchstaben des
Alphabets zur Kennzeichnung von Unbekamnten (x, y, z).
Enthilt die Gleichung nur eine Unbekannte, so wird sie mit x
bezeichnet. In den Beziehungen, wie sie in den Bénden 21,
52 und 68, Formelsammlung fiir den Funkamateur, Teil I bis I11,
angegeben sind, ist diese Unbekannte statt x beispielsweise R
(der ohmsche Widerstand) oder U (die Spannung) usw. Die
Lésung obengenannter Gleichung besteht darin, dafl auf der
einen Seite (meistens die linke Seite) die Unbekannte x, auf
der anderen Seite der Gleichung die bekannten Gréflen stehen.
Eine Gleichung mit einer Unbekannten wire z. B. 2x 4- 2 = 4.
Nach der Umformung ergibt sich fiir x = 1. Die Probe fiir die
Richtigkeit des Ergebnisses von x erfolgt durch Einsetzen des
gefundenen Wertes fiir x. Man erhilt dann eine identische
Gleichung (denn 2 - 1 4 2 = 4).
Nun zu den Arten und Losungsmitteln der Gleichung mit einer
Unbekannten.
Ist die Unbekannte ein Summand

x-4a=h, (35)
so subtrahiert man beide Seiten der Gleichung mit —a:

x+a—a=b—a

x=b—a
Ist die Unbekannte ein Minuend

x—a=Dh, (36)
dann wird auf beiden Seiten der Gleichung a addiert:

x—at+a=Dbia

x=b+a=a-+b
Man wiirde auch dann das gleiche Ergebnis erhalten, wenn man

in Gl. (35) und Gl. (36) a mit dem entsprechenden Vorzeichen
auf die andere Seite der Gleichung gebracht hitte.

29



Ist die Unbekannte ein Subtrakend
a—x=b, (37)
so bringt man x mit entgegengesetztem Vorzeichen auf die
andere Seite. In gleicher Weise verfihrt man mit b:
a=x-L-bund a—b=x
Das gleiche Ergebnis 1486 sich errechnen, wenn man Gl. (37)
auf beiden Seiten mit —1 multipliziert (jedes Glied mit —1
multiplizieren):
—a+x=—-bundx=a—b
Ist die Unbekannte ein Faktor

a-x=h, (38)
so werden beide Seiten der Gleichung durch a dividiert:

a b

-X=—, alsox = —

a a a
Ist die Unbekannte ein Dividend

x

—=h, (39)

a,

dann sind beide Seiten der Gleichung mit a zu multiplizieren:
b3
a-—=a-b
a
und
Xx=a-b
Besteht die Unbekannte aus einem Divisor
a
-=h, {40)

X

so werden beide Seiten der Gleichung mit x multipliziert und
anschlieBend durch b dividiert:

a
X+—=3Xx+b
x

und

[=all e

a
T x-
b

Also ist:

8
_=x
b
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Das gleiche Ergebnis 148¢ sich erreichen, wenn man auf beiden
Seiten den reziproken Wert einsetzt und danach mit a multi-
pliziert:

x 1
a b
und
a
X = -
b

Daraus ist ersichtlich, auf welcher Seite der Gleichung x steht;
es miissen nur die Vorzeichen beachtet werden. Kommen in
den Gleichungen keine Briiche vor und steht die Unbekannte
nicht in einer Klammer, dann werden alle bekannten Glieder auf
die eine Seite, die die Unbekannte enthaltenen Glieder auf die
andere Seite gebracht. SchlieBlich dividiert man die gesamte
Gleichung durch den Koeffizienten der Unbekannten.

Beispiel

ax — bx = a% — b2

x(a — b) = a2 — b2
a2 — b2
a—Db

5x+4=2x 431

X =

=a-+b

5x —2x =31 —4=27, also x=é:9

Kommt die Unbekannte in einer Klammer vor, so sind die
Klammern aufzulésen. Dann kann man entsprechend der
Gl. (35) bis Gl. {40) vorgehen.

Beispiel

@Bx—1)4d4x—19=22x—3)(3x— 14)

12x2 —57x —4x+19=12x2 —56x — 18 x - 84
12x2 —12x2 —61x 4 74dx =84 — 19 = 65

13 x = 63, somit x =5
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Kommt die Unbekannte als Bruch vor, dann beseitigt man die
Briiche, indem Glied fiir Glied mit dem Hauptnenner multi-
pliziert wird. Dann ist die Gleichung auf die vorstehend be-
schriebenen Verfahren zuriickgefiihrt.

Beispiel
X X
S =14
3 4

1 1 7

-t -} =x--=14

5+3) =i

14
x=—-12=24

7
1( 3) Loax 51 3 1(5 17)
(x—3) — _5 == (5% —
(= 3(X ) 5(X+) 8
3(x—38)—2(2x—5 6(x+3)~5Bx-17
6 - 30

5[3(x—3)—2(2x—5)]=6(x-+3)—5(Bx—17)
15x — 45 —20x - 50 = — 19 x + 103
14 x = 98
x=17

Wurzelgleichungen mit einer Unbekannten

Einer solchen Gleichung sieht man oft nicht sofort an, ob es
sich um eine Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten
handelt.

Zunichst ist die Wurzel zu beseitigen. Dazu wird die Gleichung
auf beiden Seiten potenziert. Es entfillt damit die Wurzel.

Beispiel

Ve 1l =x -+ 1
(Ve + 1)) = (x + 12
x2 411 =x2-2x 41
2x =10

x=2>5

32



3.1.1. Grafische Losung der Gleichung mit

einer Unbekannten
Man bringt die Gleichung auf die Form:

ax+b=0 (41)
Diesen Ausdruck setzt man gleich y. Die auf diese Weise er-
haltene Funktionsgleichung stellt eine Gerade im kartesischen
Koordinatensystem dar (Bild4). Der Schnittpunkt dieser
Geraden mit der x-Achse ist der Ldsungswert der gegebenen

Gleichung. Zur Darstellung sind lediglich 2 Punkte erforder-
lich (z. B. x = 0 und ein anderer passender Wert von x).

Bild 4

-4 L

Beispiel

9(x—2) =T(x-+1)—22

9x — 18 =Tx | 7 22

2x —3=0=y

Mit Gl. (41) erhidlt man fir a = 2 und b = —3. Fiir x = 0 ist
y = —3; fir x = 2 ergibt sich y = 1. Wenn die Werte in das
Koordinatensystem {ibertragen und die Punkte verbunden
sind, erhélt man die Gerade. Der Schnittpunkt der Geraden
mit der x-Achse ergibt x = 1,5 als Losungswert.
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3.2.  Gleichungen ersten Grades
mit zwei Unbekannten

Hat man eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten (x, y),
so gibt es unendlich viele Wertepaare dieser Unbekannten, die
die Gleichung erfiillen. Um eine Eindeutigkeit zu erhalten,
mufl man soviel unabhéngige Gleichungen haben, wie Unbe-
kannte existieren; bei zwei Unbekannten demnach auch zwei
Gleichungen:

ax + by =1

(41a)
dx + ey = o2

Es gibt nur ein einziges Wertepaar der beiden Unbekannten,
das beiden Gleichungen geniigt. Bei der Losung solcher Auf-
gaben verbindet man beide Gleichungen so miteinander, daf}
eine Unbekannte eliminiert wird. Dann hat man eine Glei-
chung mit einer Unbekannten. Nachstehend folgen einige
Lésungsverfahren.

3.2.1. Additions- und Subtraktionsmethode
Jede Gleichung ist auf die Normalform

ax +by=c¢ (42)
zu bringen. Man betrachte nun die mit den Unbekannten ver-
bundenen Faktoren. Durch geeignete Multiplikation erreicht
man, daB die Faktoren einer Unbekannten beider Gleichungen
den gleichen Wert haben. Jetzt kann man, je nach Vorzeichen
der Unbekannten, beide Gleichungen addieren oder subtra-
hieren. Dadurch wird eine Unbekannte eliminiert. Die auf
diese Weise erhaltene Gleichung mit einer Unbekannten lit
sich nach den Verfahren des Abschnitts 3.1. lésen. Thren Wert
setzt man in eine der Gleichungen ein und 16st nach der ande-
ren Unbekannten auf. Somit erhilt man die Loésungswerte
beider Unbekannten.

Beispiel
2x — 3y =18 (2)
4x — 12y =2 (b)
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Gl (a) wird mit 2 multipliziert:
4x — By =236
GI. (b) wird von Gl. (a) subtrahiert:
4x — 6y =236
—4x— 12y =34
— 06y +12y=36—24=12 6y=12,alsoy=2

y = 2 wird in Gl (a) oder Gl. (b) eingesetzt; zum Beispiel in
GL (a):

2x—3-2=18 und 2x = 24, also x = 12

Man kann auch Gl (a) mit 4 multiplizieren und von der erhal-
tenen Gleichung Gl. (b) abziehen. Es ist ersichtlich, daB sich
bei der Subtraktion die Vorzeichen dndern:

8x — 12y =172

4x — 12y =24

4x =48 und x = 12

Betspiel
5x+Ty="713
5x —Ty=117

Da in beiden Gleichungen die Faktoren bei y gleich sind, kann
wegen der entgegengesetzten Vorzeichen sofort addiert werden.
Die Addition ergibt 10 x = 90, also x = 9. In eine der Glei-
chungen wird x = 9 eingesetzt, 45 - 7 y = 73, daraus ergibt
sich7y =28;y =4.

3.2.2. Gleichsetzungsmethode

Beide Gleichungen sind auf die Normalform zu bringen. Da-
nach ist jede Gleichung nach einer Unbekannten aufzulSsen.
Natiirlich muBl es die gleiche Unbekannte sein. Dann setzt
man beide Gleichungen gleich.

Beispiel
2x—9y= 5
5x —9y =21
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Beide Gleichungen, nach x aufgeldst, ergeben:

5+ 7y 21 + 9y
:-—‘—AZZ'—--—- X:—E;_
547y 2149y

2 T s

Die Gleichung wird wechselseitig mit 2 bzw. 5 multipliziert:
25 + 35y =42 4+ 18y  Daraus ergibt sich y = 1.

547
x:»—+—~=6
2

3.2.3. Einsetzungsmethode

Eine der auf die Normalform gebrachten Gleichungen wird
nach einer Unbekannten aufgelést. Danach ist dieser Wert
fir die gleiche Unbekannte in die andere Gleichung einzu-
setzen. Man erhilt somit eine Gleichung mit einer Unbekann-
ten. Es ist dann, wie beschrieben, zu verfahren.

Beispiel
5x+2y=258
Tx—3y =29

58 — 2y

~Aus der ersten Gleichung ergibt sich x = . Diesen

Wert setzt man fiir x in die zweite Gleichung ein:

—— -3y =29
7(68 —2y) — 15y = 145, somit — 29y = — 261
y=9
58 — 18
=———=6

5
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3.2.4. Grafische Losung
3x+4y=12
2x+4+6y=15

Jede der Gleichungen im Koordinatensystem ist eine Gerade.
Man bestimmt fiir jede der Gleichungen die Achsenabschnitte.
In der ersten Gleichungistfiry =0x =4, firx =0y = 3.
In der zweiten Gleichung ist fir y =0 x = 17,5, fiir x =0
y = 2,5. Verbindet man die Achsenabschnitte der entspre-
chenden Gleichungen, so erhilt man die genannten Geraden.
Der Schnittpunkt beider Geraden ist die Losung der Glei-
chungen mit zwei Unbekannten. In Bild 5 ist die Losung fir
x = 1,2 und y = 2,1 dargestellt.

y 4
5L
# Ix+4y=12
3 2x+6y=15

g x Bild 5

3.3.  Gleichungen zweiten Grades
mit einer Unbekannten

Zuniichst sei die allgemeine Form der quadratischen Gleichung
mit einer Unbekannten angegeben:

Ax?2 + Bx+C=0 (43)

Die unten angefithrten Kriterien lassen erkennen, ob es sich
um eine reinquadratische oder um eine gemischtquadratische
Gleichung handelt. Dividiert man Gl. (43) mit A, so ergibt sich

2_{_B +C 0
x —x4+ =0,
A A
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oder, wenn B/A = a, C/A = b gesetzt wird, dann entsteht die
Normalform

x24ax+b=0 (44)
x2 = quadratisches Glied;
ax = lineares Glied;

a = Koeffizient des linearen Gliedes;
b = absolutes Glied.

3.3.1. Die reinquadratische Gleichung

Ist a = 0, d. h., das lineare Glied entfiillt, so wird
x24+b=0 . (45)

die reinquadratische Gleichung. -

Es soll nur der Fall betrachtet werden, wenn b < 0 (negativ)

ist, da sonst die Wurzeln der Gleichung imaginir sind. Unter
der genannten Voraussetzung ergibt sich:

X12==+Db (46)
Hat manb = 0, so ist:

x2 Lax =0 )
oder x(x+a)=0 (47)
Bei einem Produkt mit dem Wert 0 mufl einer der Faktoren
0 sein, daher ist:
x1=0, Xg =—2a
Beispiel
dx2 +e=ex2 +d
Bemerkung

Man sollte sich nicht von den angegebenen Buchstaben in der
Gleichung irrefithren lassen. Das Ziel besteht darin, die Glei-
chung auf die vorhin gezeigten Formen zuriickzufithren. Wer
mit den Rechenoperationen vertraut ist, wird z. B. e und das
mit x2 behaftete Glied aus der obengenannten Gleichung auf
die andere Seite bringen. In diesem Fall soll zur Veranschau-
lichung der umsténdliche Weg gezeigt werden.

Es ist:

x2(d-—~e)+{e—~d)=0
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Man erhélt somit eine Gleichung entsprechend der Form Gl.
(45), wobei b = (e — d) ist. Unter den dort angegebenen Vor-
aussetzungen wird
d—e
d—e

x2 — =1, demnach x32 = + 1.

x1,2 heilen die beiden Lésungen oder Wurzeln der Gleichung.

Vm+_X_§
Vot+=+x 2

216 + x+x) =3 ()6 - x2—x)
21/6+x2—31/6+x2=_2x—3.x

6 + x2 = 25 x2 (daraus ergibt sich — 24 x2 | 6 = 0;

6
somit ist also x2 — — = 0)
24

X2 = _

X31,2 = + 5

3.3.2. Die gemischtquadratische Gleichung

Sind geméfB Gl. (44) a und b ungleich 0, so handelt es sich um
eine gemischtquadratische Gleichung. Um gemischtquadrati-
sche Gleichungen zu erkennen, mufl man ebenso wie bei den
vorangegangenen Beispielen eine Aufgabe soweit 16sen, bis die
vorstehend angegebenen Kriterien fiir die Gleichung erfiillt
werden. Unter dieser Voraussetzung sind die Wurzeln oder die
Lésungen firr die Unbekannte:

(48)
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Zum Radikanden soll folgendes erwdhnt werden:

2 a2
Tst [Z _ b] > 0,als0b < -, dann hat die Gleichung zwei

2
reelle Wurzeln. Fiirb = az erhilt man die gleiche Losung wie

a2
fiir x; und x9. Ist aberb > 1’ so ergeben sich fiir x zwei

konjugiert komplexe Losungen (s. Abschnitt 4.).

3.3.2.1. Grafische Lésung

Man setzt Gl. (44) wie bei den vorherigen Losungen gleich y
und hat damit die Funktionsgleichung (Bild 6). Ahnlich der
reinquadratischen Gleichung erhdlt man ebenfalls eine Para-
bel. Thre Lage im Koordinatensystem héingt vom Radikanden

Y
H+2
X% 4=y

_+/
— L L 1
2 \7 0 *1)# X

4+

=2

1 Bild 6

nach Gl. (48) ab. Komplexe Wurzeln der Gleichung lassen sich
auf grafischem Wege nicht bestimmen. Zur Darstellung einer
gemischtquadratischen Gleichung fertigt man sich am besten
eine Wertetabelle an, in der bei verschiedenen x-Werten die
dazugehérigen y-Werte aufgeschrieben werden.
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Beispiel

Bestimme die Wurzeln der Gleichung x2 + 2x — 1 = 0 auf
grafischem Wege! Die Gleichung hat bereits die allgemeine
Form; man setzt sie gleich y. Die Schnittpunkte der Kurve
mit der x-Achse ergeben die Wurzeln (Lisung der Gleichung).
Nachstehend die Wertetabelle (s. Bild 7):

+1
-3 7%
Bild 7

x y

0 —1

1 +2
—1 —2
—0,5 —1,75
—15 —1,75
-2 —1

Je feiner man die Kurve abstuft, um so genauer wird die
Kurve. Trigt man die Werte entsprechend Bild 7 ein, so ist
die Parabel im Koordinatensystem zu erkennen. Thre Schnitt-
punkte mit der x-Achse sind x; = 0,414; x3 = —2,414. Zum
gleichen Ergebnis kommt man auf analytischem Weg.
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Beispiele zur Gleichung mit einer Unbekannten

Beispiel 17

9x 4+ 13 —6x—17=12x+23 —3x—29

Man bringt die x-behafteten Glieder auf die linke, die x-freien
Glieder auf die rechte Seite:

1
3x~-9x =4 —6oder —6x = —2, alsox=§.

Beispiel 18
5 6
x—l_x+1

Zuerst wechselseitig mit x — 1 bzw. x + 1 multiplizieren,
dann die Glieder ordnen. Danach wie in der vorhergehenden
Aufgabe verfahren:

5(x+1)=6(x—1)
5x+5=6x—6oder5x —6x=—6— 5, damit x = 11

Beispiel 19

nr mr
m(x—|————r) n(x+——r)

m n
e + =2

nx mx

Der Bruch auf der linken Seite erhilt einen gemeinsamen
Hauptnenner. Danach wird dieser Nenner auf die andere Seite
der Gleichung gebracht. Die Klammern sind auszumultipli-
zieren. Die weitere Ausrechnung erfolgt, wie vorher gezeigt:

m2x (x—{—g—r) - n2x (x—|—g—r) = 2 nmx2
m n

m?x + nmr — m?r - n2x 4+ mrn — rn? = 2 nmx
x(m2 + n2 — 2nm) =r (m? 4 n? — 2 nm)

X=r
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Beispiel 20

Mehrere Freunde haben eine Rechnung zu begleichen; jeder
von ihnen soll 8,50 M zahlen. 2 verfiigen jedoch iiber kein
Geld, so daB sich der Betrag fiir die anderen Freunde um
3,40 M erhoht. Wieviel Freunde bezahlen ?

Die Anzahl der Freunde ist unbekannt, demnach x. Die zu
zahlende Summe betridgt x - 8,50 M; sie verdndert sich nicht.
Deshalb setzt man sie gleich der geringeren Personenanzahl
mit deren héherem Betrag. In einer Gleichung fixiert, ergibt
sich:

(x —2) (8,5 +3,4) =8,5x

11,9x — 23,8 = 8,5 x, somit ist 3,4 x = 23,8 und x =17

7 Freunde bezahlen die Rechnung.

Beispiel 21

4 Personen miissen 4400 M so untereinander teilen, daBl A
doppelt soviel wie B und noch 50 M bekommt. B erhélt dreimal
soviel wie C und noch 100 M mehr, D aber soviel wie A, B und
C zusammen. Wieviel bekommt jede Person ?

Man schreibt nach den Angaben die Summe fiir jede Person
auf und setzt sie in die Gleichung der 4 Personen ein. Dann
eliminiert man weiter, bis schlieBlich noch die Summe fiir
eine Person {ibrigbleibt. Damit erhdlt man die Summe fir die
erste Person. Die Summen der anderen Personen lassen sich
nun einfach berechnen.

A4+ B+ C+4 D=4400

A=2B+50 B=3C+100 D=A4+B+4+C
Eingesetzt wird:

(2B 4+ 50) + (3 C + 100) + C 4 (A + B + C) = 4400

(2B + 50) + (3 C -+ 100) + C = 2200

6C - 4C 4+ 200 4 150 = 2200 10C = 1850

Damit ist C = 185 M, B = 655 M, A = 1360 M, D = 2200 M.

Beispiele zur Qleichung mit zwei Unbekannten

Beispiel 22
9x — 10y = 23
6x-— By=22
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Die zweite Gleichung ist mit 2 zu multiplizieren und danach
von der oberen abzuziehen:
9x — 10y = 23
12x — 10y =44
—3x=—21 x=17

Diesen Wert in eine ‘der gegebenen Gleichungen eingesetzt,
ergibt fiir die erste Gleichung:

63— 10y = 23
y=+4

Beispiel 23

X a
§=1_)
x+ a a2
y+b b2

Man wendet die Einsetzungsmethode an, indem aus der ersten

a .
Gleichung x = yl—)in die zweite Gleichung eingesetzt wird.

Durch wechselseitige Multiplikation ergibt sich:

B ey b, darausy © - — 4 b
yf)+a’~fz(y—}- ), darausy b = a ;

- b(a —b)
damit ist y = 5

, und durch Einsetzen von y in die

. . . a(a—b)
erste Gleichung wird schlieBlich x = 5 .

— a

Beispiel 24
a b
-——-=a—b
x vy

b a

4+ -=a+b
X



Es werden zunichst die Briiche beseitigt. Dann wendet man
. am zweckmiBigsten die Gleichsetzungsmethode an. Beide
Gleichungen 168t man z. B. nach y auf:

ay — bx =xy(a — b)

by 4+ ax = xy (a + b)

b
Aus der ersten Gleichung wird y = > H
(a — ax -+ bx)

die zweite Gleich ibt =

ie zweite Gleichung ergibt y = — b —ax o)
Beide Ausdriicke setzt man gleich:

b a

(a —ax + bx) (b —ax — bx)
oder b (b — ax — bx) = — a (a — ax + bx)

Durch Umformen ergibt sich:
X (a2 4+ b?) = a2 -}- b2, also x = 1 sowie y = 1.

Beispiele zur reinquadratischen Qleichung

Beispiel 25

Bx+1)2x—3)—(4x—3)(x—1)=12

Die Klammern 16st man durch Ausmultiplizieren auf. Danach
werden die Glieder geordnet. Dann wird die Gleichung mit
Gl. (46) verglichen.
6x2—9x4+2x—3—(4x2—4x—3x+43)=12;

2x2% — 9 = 0, somit ist x1,2 = i 3.

Beispiel 26

b—1
—— 4+ x=bx
X
Man beseitigt den Bruch und ordnet die Glieder, dann wird
mit Gl. (46) verglichen:

b—1+x2=bx2undx2(1l —b)4+(b—1)=0

Xz%gj_l_)_
(1—Db)

2o t17P_
1—5b

xj2=+£1
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Beispiel 27

-1 . | 1
I—Yi—x 1+)/1—x <
Es ist der Bruch zu beseitigen und zu ordnen:

14Yime - a-)1-x) 1

1—(1—x2? T x2
2l —x2=1
Nun wird auf beiden Seiten potenziert:
4(1 —-x2) =1

Daraus ergibt sich —4x2-4 83 =0 oder x2 — z , somit ist
X1, = - 0,866.

Beispicele zur gemischiquadratischen Qleichung

Beispiel 28

x2 — 5x =150
Nach Gl. (48) ist a = —5.und b = —150. Damit wird:

25
x1=25+ |/ -+ 150 =15

25
Xg = 2,5 — Z+150=—10

Beispiel 29
Bx+8Ex+2)+2x+5B8+x)=38

Die Klammern sind durch Multiplikation aufzulésen. Danach
werden die Glieder geordnet. Mit G1. (48) ergibt sich:

3x2+6x+5x4+10+2x2 L 6x-+5x+15=8
oder 5x2+22xF7=0

Damit ist:

194
m=—22 |25 - 1a= - 03

194
e e
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Beispiel 30
2 1 5

Sx+1 3x-1 &
Man beseitigt die Briiche und ordnet die Glieder. Dann wird
wie bei den vorstehenden Beispielen verfahren:

2@x—1)+@3x + 1):2(9:;2—1)

9x~—1=—§xz+§
4 4

4—5-1("3—1—921—?:0

4 4

Daraus ergibt sich:
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4, Rechnen mit komplexen Zahlen

Oft kommt der Funkamateur mit Vorgingen der Wechsel-
stromtechnik in Berithrung, die ihm nur mit komplexen Rech-
nungen verstindlich werden. Durch Anwendung der kom-
plexen Rechnung kann man viele Aufgaben auf den entspre-
chenden Gebieten 16sen.

4.1. Imaginire Zahlen

Es ist nicht moglich, eine gerade Wurzel aus einer negativen
Zahl zu ziehen. Das kann nian z. B. beim Radikanden —2
ersehen, denn sowohl +1,414? wie auch —1,4142 ergeben 2.
Eine solche nichtmdogliche Zahl (eine gerade Wurzel aus einer
negativen Zabhl) heit imagindre Zahl.

Die Einheit dieser imaginiren Zahl ist V~_1 =1i. Um Ver-
wechslungen mit dem-Augenblickswert des Wechselstroms i
auszuschlieBen, hat man in der Elektrotechnik statt i den
Buchstaben j gewéhlt, ]/—1 = j. Diese Bezeichnung wird im
folgenden angewendet. .

4.1.1. Rechenregeln mit imaginiren Zahlen

Wenn l/j =j, so ist j2 = —1. Dazu gelten fiir Potenzen
von j:

. Die Potenz einer imaginiren Zahl ist bei geradem Exponenten
eine reelle Zahl, dagegen bei ungeradem Exponenten eine
imaginire Zahl.

. . I L TR L .

=1 jl=_-=-—] (T:._:]?’:AJ)

i i :

it=i =1 (49)

=1 =

P=—i ]

=1
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Das Produkt von imagindren Zahlen ergibt bei einer geraden
Zahl von Faktoren eine reelle Zahl, dagegen bei einer ungeraden
Zahl der imagindren Faktoren wieder eine imaginire Zahl:

V=al/=b=iVa-il/b=—Vab (50)

" Der Quotient aus zwei imaginiren Zahlen ist eine reelle Zahl:

V=-1; o
== Vs ,

Die Summe oder Differenz zweier imagindrer Zahlen ergibt
wieder eine imagindre Zahl:

VoatV o=i(/at)b) (52)

4.2, Komplexe Zahlen

Wenn man in der Gaufischen Zahlenebene eine Zahl a 4 jb
darstellt, so geschieht das entsprechend Bild 8. Die x-Achse
der kartesischen Koordinaten ist in diesem Fall die reelle
Achse, die y-Achse dagegen die imaginére Achse. Die genannte

+jb A

4
Jd+3

aq

_jb Bild 8
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Zahl heifit komplexe Zahl. Sie setzt sich demnach aus der
reellen Zahl a (oder der reellen Komponente) und der imagi-
niren Zahl jb (also der imaginiren Komponente) zusammen.
Entsprechend Bild 8 ist a = 4 und jb = 2. Die komplexe Zahl
ist die allgemeinste Zahl. Thre Bezeichnung erfolgt mit deut-
schen Buchstaben:

A=2a+jb (53)
In der Elektrotechnik verwendet man aber statt A A R, 8, U
usw. Um den Leser mit den Symbolen der Elektrotechnik ver-
traut zu machen, wird im folgenden mit R gerechnet. Ist in
Gl (563) a = 0, so handelt es sich um eine imaginére Zahl, da-
gegen bei b = 0 um eine reelle Zahl. Eine komplexe Zahl, die
sich nur im Vorzeichen von der imaginéren Zahl unterscheidet,
heiBt konjugiert komplex (Bild 8):

A* =a — jb (54)
Komplexe Zahlen sind auch in Polarkoordinaten darstellbar
(Bild 9). Es ist:

R = R (cos ¢ + jsin ¢)
= R (cos ¢ — jsin ¢) (55)
mit R =+ l/a,2 -+ b2

a . b a
und cos ¢ = smtp:E tantp:l—)

.1 90°
+j
Y
& |rsing -5
760°— 7 0°

Reos =g +

-
270° Bild 9

Entsprechend der Reihenentwicklung kann man
el? = cos @ -+ jsin @
e I? = cos @ — jsin ¢ (56)
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getzen. Daraus ist zu ersehen, dall besonders durch Exponen-
tialschreibweise das Rechnen mit komplexen Zahlen uber-
gichtlicher wird. Gem&f Gl. (53) und GI. (54) wiirde man dann
wie folgt schreiben:

R =Rel® und R* = Rei® (57)

Fiir den Betrag von R kann man | R | schreiben oder wie in
Gl (55) R. Die e-Funktion stellt den Winkelfaktor dar. Man
kann also eine komplexe Zahl folgendermafien schreiben:

R =a 4 jb =R (cos ¢ + jsin ¢) = R ei? (58)

Der Phasenwinkel stellt den Winkel der komplexen Zahl gegen
die reelle Achse dar.

Tabélle 2 Einige charakteristische Werte von ¢

@ Winkelfaktor
0°=0 eld =0 =1
900 A" ejj—z—cosiz—k'sinz——‘
=2 2 g TRy
180° A n el =cosm + jsinm = —1 = j2
3xn 3m 3n .. 3=
270° A el — =cos — 4 jsin — = —j
2 2 2 2

30°A27=2n7 e2x=cos2n-+jsin2xn=1=celnn

n == Zahl der Umliufe

4.2.1. Rechenregeln mit komplexen Zahlen
4.2.1.1. Addition und Subtraktion

R £+ Ra = (11 + jby) + (r2 + jba)
=711 T2 4 J{b1 = bg) - (59)
Setzt man rg = r; 4+ re sowie bg = by + ba,

dann ist auch

R £ R =R = 1o + jbo.



Der Betrag wird Ro = rp2 + bo?2, (60)
mit dem tan des Phasenwinkels
bo
tan go = — . (61)
Ig
Schreibt man schlieBlich
r1 = Rycos g1 by = Risin g1 12 = Racos g2 b2 = Rasin ¢,

dann ist

R1 + Re = (Ricos @1 + Recos ga)
+ j (Rysin g1 4 Resin @s) == Rgel?. (62)

Die Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt stets
eine reelle Zahl:

R+ R =@ +jb1)+ oy —jby) =2 - (63)

Die Differenz zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt eine
imaginire Zahl:

Ry — R} = (r1 + jb1) — (r1 — jb1) = 2jb (64)

4.2.1.2, Multiplikation und Division von komplexen Zahlen

F1 - Re = (r1 & jba) (r2 & jbo)
= (1‘11‘2 — blbz) j: ] (I‘lbz + 1‘2b1) (65)

= Ry Ra[cos (@1 + @2) + jsin (@1 + @2)] (66}
= R]_Rzej (1 + @)

Der Betrag des Produkts zweier komplexer Zahlen ist:

RiRe = Rp = J(xirz — biba)? + (r1bz + r2b1)? (67)
sowie der
I1bs - raby

tan @p =
#» Irirg — b1b2

= tan (g1 + @2) (68)
Bei der Division erhilt man:

T+ jby _ Tirg 4+ bibp  ribs —reby

Rai¥e = o 2 F b2 ) 1t b

o]}
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Ry (cos @1 + jsin g2)
R (cos pa + jsin @2)

R1 . .
~ R, Lcos (g1 — @2) + jsin (g1 — @2)] (70
:Eei(?’)—?’z) (71)
Re

Der Betrag des Quotienten ist:

‘E}h I
| — =R
R
= rg—jL—bgV(rlrz +bibg)? + (ribe — reby)2 (72)
ribg — rabi
fiir tan B 73
e rirs 4 bibs (73)
als PQ = @1 — @2

Aus Gl. (69) ist ersichtlich, wie man den Nenner eines kom-
plexen Bruches reell machen kann. Nachstehend nochmals die
ausfithrliche Gleichung:

v jby (rn+ jba) (2 F jbo)

r2 ok jba  (rr o jba) (r2 7 jbo)
rirg + bibg + j (birz F riba)
= 2 b2 4
Man kann nun noch Realteil und Imaginirteil der neuen
komplexen Zahl wie in Gl. (69) darstellen. Die Gleichung wird
noch iibersichtlicher, wenn man nach der Rechnung die neue

Zahl wie folgt schreibt:

ry 4 jb1
rz + jbe

(74)

r+jb

Demnach ist:

r1ry -+ bibe
=-————bzw. b = 5T
r3 4 b3 rg 4+ bj

birz — riba



4.2.1.3. Potenzieren, Radizieren, Logarithmieren

(r £ jb)? = (r2 — b?) + 2 jrb

(r - jb)8 = (¥ — 31b2) - j (3 r2b — b3) (75)
oder
A1 = RA (cosn ¢ L jsin ¢) = Rue £ ine (76)
2 L b2 2L p2—
Vrijb=]/Vr : +r:tj]/l/r+ -
2 2
(77)
Man kann auch schreiben:
no_ 1 19
/R =Rn ( cos? 4+ jsin f) — Ruen (78)
n n

Das Logarithmieren geschieht am besten mit der Exponential-
form. Wenn

R = Rei?,
dann ist
mR=InR-+lel? =InR +jo. (79)

Beispiele zu imagindren und komplexen Zahlen

Beispiel 31

Ve V- S Vi
Vd=Y=1Vi=iVi=2i; Y78 =Y B 2
Yo=Yy e =50 =3V

Somit ist der obere Summand gleich 2j — 2 + 3 l/; .

Beispiel 32
Welchen Wert hat V:4?
SN S e S
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Beispiel 33

Es ist Vi auf die Form r 4 jb zu bringen.

Man setzt Vi =r + jb; durch Auflosen der Wurzel auf der
linken Seite ergibt sich j = r2 — b2 4 2 brj.

Werden nun Real- und Imaginirteil auf beiden Seiten der
Gleichung verglichen, dann ist r2 — b2 = 0 (da auf der linken
Seite kein Realteil steht). Ferner ist 1 == 2 br, da auf der
linken Seite der Gleichung j steht. Aus der letzten Beziehung

1 1
ergaben sich b = — und b2 = — .
2r 4 r2
Setzt man diesen Wert in die erste Gleichung ein, dann wird
1 1 1
r2 — 4_r2 =0, also r¢ = 1 und r2 = 4 3 daraus ergibt sich
1
r= Da b= — war, erhidlt man schliefilich fir
;/2 2r
b - i = .
1/2
Danach ist:
Vi= V* 1+
Beispiel 34
. 142
Welchen Betrag und welchen Winkel hat der Quotient PPy ?
9]

AuBerdem ist das Ergebnis in der Polar- und in der Exponen-
tialform darzustellen!

Mit Anwendung von Gl. (74) wird:

14+2] 2—6+4j(4+3) _ —4+7]
2-3j 4+ 9 13
= — 0,308 - 0,538 j

Damit sind Real- und I'maginirteil bekannt.

(o1
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0,538

Z0308
Nach der Tafel fiir trigonometrische Funktionen ist damit
@~ —60°. Als Betrag der komplexen Zahl erhilt man
R = ]/0,3082 + 0,5382 = 0,62. Der Quotient in der Polar-

Aus Gl. (61) oder Gl. (71) ergibt sich tan ¢ = —1,75.

9
I_ 0,62 (cos 60° — jsin 60°) und in der

1
form ist somit 2

Exponentialform 0,62 eI 60°,

Beispiel 35

Der Wellenwiderstand einer Leitung ist allgemein:
Y+ jol/

'8 = YRR ’

G +jwC

R’ = Wirkwiderstand der Leitung in p— H
H
L’ = Induktivitit der Leitung ingn—1 ;
1
G’ = Querableitung der Leitungin =—— ;
Qem
F
¢’ = Kapazitit der Leitung in — .
cm
Diese Angaben bezichen sich auf eine bestimmte Strecke der
Leitung (in diesem Fall je cm).

Es soll mit dieser Aufgabe bewiesen werden, da bei hohen
Frequenzen sowohl R’ wie G’ unberiicksichtigt bleiben kénnen.
Trotzdem wird zur Ubung das Beispiel mit folgenden Angaben
durchgerechnet: R’ = 0,05 Q/cm, G’ =10-¢1/Qcm, L' =
2,56 nH/cm, ¢’ = 1 pF/em, £ = 145 MHz.

Setzt man die gegebenen Werte in 82 ein, so erhilt man:

gt = 5-102-}j6,28-1,45-108-2,5- 10" . 2000 — 42,7 j
10-6 L 6,28 - 1,45 - 108 - 1012 10-8 + 0,81

32 = 2500 — 52,7 j

Es ist zu erkennen, daB der Realteil iiberwiegt. Deshalb kann
der Imaginirteil vernachldssigt werden, so daB man fir
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L
B =50 erhilt. Das gleiche Ergebnis 18t sich mit Z = o

erreichen (wird in der UKW-Technik angewendet).

Beispiel 36

Wie groB3 ist der Scheinwiderstand bei der Reihenschaltung
einer Kapazitit von C = 1 uF und eines Wirkwiderstands von
100 Q bei 1000 Hz ? Berechne ferner Wirk-, Blind- und Schein-
leistung, wenn die anliegende effektive Spannung 100 V betrigt!
Auch in diesem Fall 148t sich die komplexe Rechnung an-
wenden. Die erforderlichen Formeln sind aus Band 21 dieser
Reihe, Formelsammlung fiir den Funkamateur, Teil I, zu er-
sehen. Der Scheinwiderstand einer Reihenschaltung von R und
- Cist:

Eingesetzt wird:
i .
=100 ———————— =100 — j 158 Q
R 6,28 - 103 - 106 !

Der Betrag des Scheinwiderstands ist:

R = }/1002 + 1592 = 1880

© 159
Fiir den Phasenwinkel ergibt sich tan ¢ = — 100°
also ¢ &~ —59°.
) ) U 100
Der Scheinstrom ist Iy = — = — = 0,532 A.
R 188

Damit erhdlt man fiir die Scheinleistung Py = 100 - 0,532 =
53,2 VA.

Fir die Wirkleistung ergibt sich Py = Pg cos 59° = 27,5 W.
Die Blindleistung betriigt Pg = P sin 59° = 45,2 VA,
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4.3. Weitere Anwendungen

Befindet sich beispielsweise in einem Wechselstromkreis eine
Reihenschaltung mehrerer komplexer Widerstiinde, so kann
man die Real- und Imaginérteile getrennt addieren:

R=FR1+Re+ ... + Ra = (11 + 1by)
+ (rg & jbe) + ... + (ra 3 jba)
=11+ Tre4 ... 24 j(bi+ bz ... +4-bn) (80)

Das Ergebnis der Addition ist wieder ein komplexer Wider-
stand Ji+ = r+ + jb+. Eine Reihenschaltung aus Wirk- und
Blindwiderstand R = r + jb kann man in eine dquivalente
Parallelschaltung umrechnen, d. h., an den Klemmen des kom-
plexen Reihen- und Parallelwiderstands fillt die gleiche Span-
nung ab.

4.3.1. Umwandling von Reihen- in Parallelschaltung
und umgekehrt

Bild 10 zeigt die entsprechenden Schaltungen. Auf Grund der
ZweckmiBigkeit rechnet man bei Parallelschaltungen mit
Leitwerten. Danach gilt:

1
= 81
R @ (81)
oder
+ jb ! (82)
T = —
! g+ Ip

Berechnet man nun diesen Bruch gemiB Gl. (74), so wird:

g—ip

r+jb:g_2+p2 (83)
#® Jp
or Jb
e g
e & . 7 Bild 10



Durch Vergleich auf beiden Seiten der Gleichung ist:

g P
= b=——>— (84)
gz + p2 gz + P2
Ahnliche Beziehungen erhilt man, wenn man g und p berech-
nen mochte:

g+ip= (85)

r-+jb’
r b

also g = ﬂ? p=— e

4.4. Einige Leitungsprobleme

Die vom UKW-Amateur zu l6senden Leitungsprobleme setzen
ein gutes fachliches Wissen voraus. Die weiteren Ausfithrungen
sind deshalb unter diesem Aspekt zu sehen. Trotzdem soll ver-
sucht werden, diese Thematik auch fiir den Anfinger ver-
stindlich darzustellen, da sich aus den theoretischen Bezie-
hungen wichtige SchluBfolgerungen fiir die Praxis ergeben.
Im Handbuch Amateurfunk ist ein Indikator beschrieben, der
eine Abtastung des Spannungsverlaufes auf Leitungen ermég-
licht. Bild 11 zeigt das Prinzip der Abtastung von Leitungen.
Auf der rechten Seite befindet sich der Generator, links liegen
der Abschlufiwiderstand sowie die jeweils betrachtete Leitungs-
linge x. So ist z. B. bei x = 0 der AbschluBwiderstand Ray
und bei x = L der Anfang der Leitung. Der Widerstand, den
man am Anfang der Leitung miit, heit Eingangswiderstand
Rei Aus den geometrischen Abmessungen und den sonstigen
Eigenschaften der Leitung ergibt sich der Wellenwiderstand Z.
Bekanntlich bilden sich stehende Wellen auf der Leitung, wenn
Rap # Z ist. Aus den Maxima und Minima der stehenden
Wellen kann man Riickschliisse auf den AbschluBwiderstand
ziehen. Zur Feststellung dieser Wellen dient der angefithrte
Indikator. Mit Hilfe des Smith-Diagramms ist es méglich, den
Wert von fap zu bestimmen. Weitere Anwendungen des
Smith-Diagramms sind in Abschnitt 4.5. beschrieben. Nach-
stehend einige Formeln zu Leitungsproblemen.
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Nimmt eine Leitung die Leistung Py, auf, dann findet ein voller
Verbrauch an Rap = Z statt (dabei wird vorausgesetzt, daB
die Leitung selbst keine Verluste aufweist). Ist dagegen fap 7=
Z (keine Anpassung), so tritt eine Reflexion der Leistung ein:

Pr=|r[2 Py (36)

Der Faktor ¢ wird mit Reflexionsfaktor bezeichnet (nicht ver-
wechseln mit dem Realteil einer komplexen Zahl). Man kann
in Verbindung mit dem soeben Erorterten ermitteln, welche
Leistung an P,y verbraucht wird:

m V2
Pab:Ph(l—‘Irlz):E —rzn—az (87)

Der Reflexionsfaktor berechnet sich aus:

s—1  Jr[+1

=1t (88)
Darin ist
Umax
s = 89
Umin ( )

das sogenannte Stehwellenverhéltnis oder die Welligkeit. Mit
Anpassungsfaktor bezeichnet man den Reziprokwert von s,
also m = 1/s. Die Spannungen
Unax = Un + U
max n+ Ur (9 0)
Unin = Uh - Ur
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stellen die maximale bzw. minimale Amplitude auf der Leitung
dar. Die Indizes beziehen sich wieder auf die hinlaufende oder
reflektierte Spannung. In komplexer Schreibweise ist:

L= [ € [equ (91)

oder in Verbindung mit dem AbschluBwiderstand der Leitung:
—Z

L= mab (92)
mab + Z
Der Phasenwinkel ist:

41
@° = 180° (TX — 1) (93)

x = elektrische Linge in em vom Ort x = 0 bis zum ersten
= Minimum (Ix = Ige [e);
lge = geometrische Linge;

¢ = relative Dielektrizititskonstante;
1010 N
A = Wellenlédnge = (A in em, f in Hz);
Iz @°
- = 0,25.
A 720° + .

Auf Grund der MeBergebnisse ist:

141
Nab =2 * (94)
1—<
oder
14 l1—m ipo
e
14+ m
Rap = Z— LT (95)
— m
1— ei?®
1+m
SchlieBlich ergibt sich der Eingangswiderstand zu :
1
Rav + i Z tan (3600 . 5}
Rei = - (96)

h 1
14§22 tan (3600 -
Z 2

3

= elektrische Linge
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4.4.1. Verschiedene Leitungslingen

Bild 12 zeigt, welche Eigenschaften eine Leitung aufweisen
kann, wenn sich ihr AbschluBwiderstand oder ihre Lénge
dndert. Das gleiche gilt auch fir Koaxialleitungen.

Rap Z e/

.
L—_L» Bild 12

4.4.1.1. Die A/4-Leitung
Es ist:

72
Ret = Fom (97)

Rap kann auch ein reeller Widerstand sein, also Rap = R (z.B.
der Anpassungswiderstand einer in Resonanz befindlichen
Antenne). Diese Leitung ist auch als 1/4-Transformator be-
kannt.

4.4.1.2. Die /2-Leitung
Hs ist:
Rei = Ran (98)

Danach findet durch die Leitung keine Transformation statt,
EBingangs- und Ausgangswiderstand sind identisch. Die Leitung
wird z. B. dort angewendet, wo zwischen MeBobjekt und MeB-
stelle ein groBerer Zwischenraum zu iiberwinden ist.

4.4.1.3. AbschluBwiderstand fzp = 0 (am Ende der Leitung
ist Kurzschluf})

Der Eingangswiderstand ergibt sich jetzt zu:

1
Rei = jZ tan (360° 1) (99)
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Aus Diagramm 1 kann man in Abhéngigkeit von1/4 bei verschie-
denem Z den Eingangswiderstand ersehen. Den Belangen des
Amateurs entsprechend wurde nur bis nahezu 1/ = 0,25 ge-
gangen. Setzt man Hey = j w L, so 1Bt sich fiir eine gewiinsch-
te Induktivitdt die entsprechende Leitungslinge ermitteln.
Dariiber hinaus ist es auch moglich, mit einer Zusatzkapazitét
am Eingang der Leitung und einer bestimmten Leitungslinge
Resonanz herzustellen. Wie Gl. (99) weiter erkennen lift,
wird Re; fitr I/A = 1/4; 3/4 usw. unendlich groB. Demnach hat
eine am Ende kurzgeschlossene Leitung den Charakter eines
Parallelschwmgkrelses
Ahnliche Betrachtungen gelten in Verbmdung ‘mit Gl (98)
auch fiir die am -Ende kurzgeschlossene A/2-Leitung. Fir
1 == 2/2; A/usw. ergibt sich dann jedoch ein Serienschwingkreis.
Fur den Fall, daf an den Eingang der Leitung eine Kapazitit
angeschlossen wird, 148t sich aus Diagramm 2 die Leitungslinge
ermitteln, damit Resonanz fir eine gewiinschte Frequenz be-
steht. X, ist der kapazitive Widerstand des angeschlossenen
Kondensators bei der entsprechenden Frequenz. Das Verhélt-
nis /A berechnet sich nach:
Xe
arc tan 7

1
i 360° (100)

4.4.1.4. AbschluBiwiderstand R,y = co
(die Leitung ist am Ende offen)

Fiir Rei erhilt man:
1
Rei = — jZcot (360° 1) (101)
Die Leitung hat fir bestimmte Leitungslingen kapazitiven
Charakter. Fir Lingen kleiner 1/4 kann man e aus Dia-
gramm 3 ermitteln. Setzt man Rei = —jjw C, so 148t sich die

Kapazitit berechnen, die sich aus einer Leitung ergibt. Auch
eine offene Leitung kann man far Resonanzzwecke verwenden.
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Durch Anschluf} einer Induktivitét an den Eingang der Leitung
erhilt man auch Resonanz, wenn das Verhiltnis

1 arcot —

B — (102)

A 360°
eingestellt wird. Die Leitung stellt eine Kapazitit dar. Die
Verhiltnisse 1/4 == 1/4; 3/4 usw. ergeben Serienresonanz, d. h.,
am Eingang der Leitung ist KurzschluB. Verlingert man die
am Ende offene Leitung bis 4/2, so ergibt sich in diesem Fall
wieder Parallelresonanz. Dieser kurze Uberblick iiber Leitungs-
lingen und Widerstandsverhéltnisse sollte nur eine Anregung
fiir ein weiteres Studium der Spezialliteratur geben.

4.5. Das Smith-Diagramm

Wie schon angedeutet wurde, kann man mit Hilfe des Smith-
Diagramms MeBergebnisse auswerten bzw. auf grafischem Weg
Aufgaben der komplexen Rechnung lésen. Die Handhabung
des Diagramms erldutert Bild 13.

wm 0rtx (2om g,
+0 < 0137‘;/4/25&4/

5)
2 25 (037 o)
D £ndld )
0ckh x = (zur Bild 13
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4.5.1. Erklirungen zum Smith-Diagramm
Beispiele 37 bis 41

Auf der waagerechten (veellen) Achse ist das Verhiltnis R/Z
von 0 bis co aufgetragen. Man sagt auch, R ist auf Z normiert.
R stellt den Wirkanteil eines komplexen Widerstands dar. Die
sogenannten Wirkkreise schneiden die reelle Achse auf den
angegebenen Verhéltnisse R/Z. Der Wirkkreis 0 ist deshalb der
duBere Kreis des Diagramms. Der Wirkkreis 1 schneidet die
Achse demnach beit R/Z = 1 im Mittelpunkt; somit liegen also
auf der reellen Achse alle Mittelpunkte der Wirkkreise. Den
komplexen Zahlen entsprechend mu8 es auch Blindkreise
geben. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen damit auf der
imagindren Achse. Die imaginéire Achse wird nur zur Veran-
schaulichung erwéhnt, sie erscheint also nicht im vollstindigen
Diagramm.

Bild 13 1Bt weiterhin erkennen, daB die Blindkreise +jX/Z
und —jX/Z die reelle Achse beriithren. In Bild 13 sind beispiels-
weise -[-jX/Z und —jX/Z = 1 eingezeichnet; mit X wird der
Blindwiderstand benannt. Des weiteren gibt es noch die
m-Kreise, deren Mittelpunkte immer auf der reellen Achse bei
R/Z = 1 zu finden sind, wobei m der Anpassungsfaktor ist. Es
interessieren die Werte von O bis 1. Der m-Kreis 0 fallt mit
dem Wirkkreis R/Z = 0 zusammen. Auf der dulleren Skala ist
das Verhiltnis 1/4 von 0 bis 0,5 einmal von x = 0 zum Ort x
dargestellt, oder es sind auch Wellenliingen zum Generator im
Uhrzeigersinn gezeichnet. Die andere Skala verliuft entgegen
dem Uhrzeigersinn vom Ort x zum Ort x = 0 (also Wellen-
lingen zur Endlast). Vom Mittelpunkt des Diagramms 1 aus-
gehend, kann man nun die Strahlen 1/A zum Schnitipunkt mit
* diesen duBeren Skalen bringen. In Beispielen wird die Hand-
habung mit diesen Strahlen niher erliutert. Der Schnittpunks
eines Strahles 1z/A mit dem m-Kreis ergibt den normierten
AbschluBwiderstand Ran/Z gemiB Gl (95).

Durch denselben Schnittpunkt verlaufen aber auch der Wirk-
und Blindkreis. Die an diese Kreise geschriebenen Zahlen
braucht man nur mit Z zu multiplizieren und erhilt die Kom-
ponenten von Rap.
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Hat man dagegen einen komplexen Widerstand oder Leitwert
ohne Normierung vorliegen, so mull man ein geeignetes Z aus-
wiihlen, um mit dem Diagramm arbeiten zu kénnen. Nach Ab-
schnitt 4.3.1. 1484 sich der dquivalente Leitwert Z&s = 1/Rap
zu dem vorhin errechneten komplexen Widerstand feststellen,
indem der Schnittpunkt mit dem m-Kreis durch 1/ itber das
Zentrum 1 so weit verlingert wird, bis der Strahl wiederum
den gleichen m-Kreis schneidet. Die Komponenten von & er-
geben sich aus dem durch diesen Schnittpunkt verlaufenden
Wirk. und Blindkreis; damit kann man g und p ermitteln. An
Hand der folgenden Beispiele wird der Umgang mit dem Dia-
gramm verstindlicher. Zuvor noch einige Hinweise zur Be-
nutzung der MeBleitung. Der Indikator hat einen variablen
Resonanzkreis, den man auf die gewiinschte Betriebsfrequenz
abstimmen kann. Der MeBschlitten (in dem sich der Indikator
befindet) muB} sehr priizise an der MeBleitung entlanggefithrt
werden. Die MeBleitung ist meist unsymmetrisch aufgebaut
und hat einen Wellenwiderstand von 60{. Der Mefvorgang
wird so durchgefiihrt, da8 man am Ort x = 0 zunichst kurz-
schlieBt und den Kreis im Indikator auf die Betriebsfrequenz
abstimmt. Durch Verschieben des MeBschlittens tiber die
Leitungslinge erkennt man, ob mehrere Minima auf der Lei-
tung vorhanden sind. Die Absténde dieser Minima miissen
genau A/2 betragen. Man wihlt die Minima zur Aussage, weil
die Spannungsinderungen je Langeneinheit wesentlich grofier
sind als bei den Maxima. Jetzt ist der verschiebbare MaBstab
so zu verindern, daB das 1. Minimum genau in A/2-Abstand
gemessen werden kann. Nach diesen Vorbereitungen wird der
KurzschluB bei x = 0 entfernt und der unbekannte Widerstand
oder Leitwert angeschlossen, Zur Ermittlung von Rap milssen
m und Iy bekannt sein (die MeBleitung hat praktisch & = 1,
also ist 1 = lge¢). Durch den AnschluB von Rap verindert sich
die Lage des ersten Minimums; es betrigt 1x. Damit ist Ix/4
bekannt. Wird nun noch m ausgemessen, so kann man die
beiden Werte Ix/4 und m in das Leitungsdiagramm iibertragen.
Die Schnittpunkte von lx/4 und m ergeben die normierten
Komponenten des gesuchten Widerstands Rap/Z, d. h. R/Z
und X/Z. '

66



Beispiele zum Smith-Diagramm

Beispiel 37

Bestimmung von Ryp mit Hilfe der MeBleitung und des Dia-
gramms

a) Betriebsfrequenz = 145 MHz, Z = 60Q; ¢ = 1. Fir 1 =
3-1010/1,45 - 108 = 207 cm.

b) Angenommen, das 1. Minimum liegt bei 80 cm, dann ist
Ix/A = 0,387.

¢} Nun wird m = 0,6 ermittelt.

d) Eintragen der Werte in Diagramm 3. Fiir den Strahl 1x/4
wihlt man die Ablesung vom Ort x nach x = 0 (in Rich-
tung zur Endlast).

m-Kreis und Strahl ergeben Schnittpunkt A. In A schneiden
sich R/Z = 0,83 und +jX/Z = -j 0,43. Also ist der normierte
AbschluBwiderstand Rap/Z = 0,83 + j 0,43 oder mit Beriick-
sichtigung von Z = 60Q Hap = (50 + j 25,8)Q, also eine
Reihenschaltung von Wirkwiderstand und Induktivitdt.
Ahnliche Werte ergeben sich, wenn man Gl. (95) anwendet.

Beispiel 38
Eingangswiderstand einer kurzgeschlossenen Leitung

Es ist Rap = 0 (idealer KurzschluB).
Eine Doppelleitung habe die Linge von 10 cm, Z = 120Q und
& = 2,5. Die Betriebswellenlinge betrage 70 cm.

a) Bestimmen von 1/1. Man findet 1 = lge }e = 10+ 1,58 =
15,8 cm.

b) An der duBeren Skala ist in Richtung zum Generator vor-
zugehen. 1/4 = 15,8/70 = 0,226. Den Strahl 1/A vom Zen-
trum 1 zur duBeren Skala ziehen. Da R/Z = 0 und X/Z =
0, geht man auf dem Wirkkreis R/Z = 0 so weit vor, bis
der Strahl 0,226 geschnitten wird (B). Das Ergebnis ist
+jX/Z = j6,6. Eine Wirkkomponente entfillt, da
idealer Kurzschlu und verlustfreie Leitung vorausgesetzt
werden. Der Eingangswiderstand ist Re; = 4] 6,6 - 120 =
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+j 790 Q (induktiver Widerstand). Aus diesem Wert 148t
sich leicht die entsprechende Induktivitiit berechnen.

¢) Aus dem Diagramm ist ¥u ersehen, daB $e; unendlich gro8
wird, wenn 1/A = 0,25 erreicht, d. h., es handelt sich um
einen Parallelschwingkreis.
Wenn 1/2 iber 1/4 hinausgeht, dann stellt die Leitung eine
Kapazitit dar (KurzschluB am Ende vorausgesetzt). Diese
Eigenschaft bleibt bis nahezu A/2 erhalten. Es sei nun
l/A == 0,45, Z = 60Q, £ = 500 MHz.

Welche wirksame Kapazitiit ergibt sich ?

a) Da die Leitung kurzgeschlossen ist, geht man wieder auf
der duBeren Skala in Richtung zum Generator vor. Von
1 ist /A = 0,45 abzuziehen.

b) Da R/Z =0, X/Z = 0, geht man zum Wirkkreis 0 und
bringt diesen zum Schnitt mit 1/ = 0,45 (C). Damit ergibt
sich der Blindkreis —j 0,322. Somit ist der kapazitive
Widerstand 0,322 - 60 = 19,3 Q.

¢) Aus X¢ = 1/wC erhilt man C = 15,9 -10-2/5-108 19,3
= 16,5 pF.

Beisptel 39
AbschluBBwiderstand und Speiseleitung

Es soll untersucht werden, welchen Eingangswiderstand man

erhilt, wenn die Speiseleitung zum Generator (z. B. Sender-

ausgang) mehrere Wellenldngen lang ist. -

Dazu sind nachstehende Werte bekannt: Ray = (40 - j 120)Q,

e=4,1e=10,3m, 1 = 2 m.

a) Bildung von Ran/Z = 40/240 - j 120/240 = 0,166 -- j 0,5.

b) Rap/Z ist in das Diagramm einzutragen. Der Schnittpunkt
von Wirk- und Blindkreis ergibt auch den Strahl 11/ =
0,075 (Schnittpunkt D).

o) Die Speiseleitung hat eine geometrische Linge von 10,3 m,
also betréigt, da ¢ = 4, die elektrische Linge 20,6 m.

Weil 1 = 2 m, ergibt sich fir 1/4 = 10,3. Im Diagramm ent-
spricht eine Drehung um 360° einer Leitungslinge 0,5 1 x. Die
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Speiseleitung betréigt aber das 10,3fache der Wellenlinge. So-
mit erhidlt man 10,3 — (0,5 - ganze Umliufe), also 20 ganze
Umliufe, wobei ein Rest von 0,3 Umlauf bleibt. Die Zahl der
Umléufe ist nicht von Bedeutung, jedoch aber der Dezimal-
bruch. Deshalb braucht man nur 0,5 von der Zahl hinter dem
Komma abzuziehen und hat damit den 1/A-Wert. Ist die Zahl
< 0,5, dann kann man diesen Wert sofort fiir die weitere Be-
rechnung verwenden. Somit ergibt sich 1/4 = 0,3.

Nun sind die Leitungsanteile zu addieren: 1g/A = (1/2 - Rap) +-
(/4 — Leitung) 1o/A = 0,075 4 0,3 = 0,375.

d) lo/Z ist mit dem m-Kreis zum Schnitt zu bringen. Aus den
Komponenten von Ryp/Z ergibt sich m = 0,13. Also ist der
Schnittpunkt E, wobei man fir R/Z = 0,25 und fiir
—iX/Z = 0,97 erhilt. Damit ist der Eingangswiderstand
Rei = (60 — j 233) Q.

Beispiel 40
Eingangswiderstand und Leitwert

Eine Leitung ist mit einem Kondensator von 5 pF und einem
parallelgeschalteten Widerstand von 100Q abgeschlossen.
Welchen Eingangswiderstand erhilt man, wenn lge:: 1m,
Z =60Q, e = 2,5 und A = 70 cm betragen ?

a) Zunichst ist die Parallelschaltung in eine #dquivalente
Serienschaltung zu transformieren. Dafiir muB der kapazi-
tive Leitwert berechnet werden: p = 6,28 - 4,28 - 108 - 5 -
10712 = 13,4 - 103 8. Somit betrigt der Gesamtleitwert
®ap = (10 + j 13,4) mS.

b) @y ist zu normieren. Gap « Z = 0,6 + j 0,81. Diese Werte
sind in das Diagramm einzutragen. Zum Schnittpunkt ¥
gehort m = 0,33.

¢) Um den dquivalenten Serienwiderstand zu erhalten, ist
durch F und 1 der Strahl zu ziehen und mit dem m-Kreis
zum Schnitt zu bringen (G). In diesem Punkt schneiden
sich Wirkkreis 0,60 und Blindkreis —j 0,77. Demnach ist
NRav/Z = 0,6 — j 0,77.
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d)

Verlingert man den Strahl zur Auffindung von Ray bis zu
den #uBeren Skalen, dann findet man 1/A = 0,123 oder
1/2 = 0,377. Die elektrische Linge der vorgeschalteten
Leitung betriigt 1 = 1,58 m, also 1/ = 2,26. Von Bedeu-
tung ist nur 0,26. Es muf} jetzt in Richtung zum Generator
vorgegangen werden. Betrachtet man 1/4 = 0,123, dann
gilt: —0,123 + 0,26 = 0,137. Geht man aber von l/A =
0,377 aus, so ergibt 0,377 + 0,26 = 0,5 4 0,137. In beiden
Fillen erhilt man denselben Endwert. Durch 1/4 == 0,137
und den Mittelpunkt 1 ist nun wieder der Strahl zu ziehen.
Der Schnittpunkt H (m = 0,33) kennzeichnet die normier-
ten Komponenten des Eingangswiderstands Rei/Z = 0,67
4+ 370,975 oder Rei = (40 4- j 545) Q. Die Parallelschal-
tung von C und R am Ende der Leitung ist in eine dqui-
valente Reihenschaltung von R und L am Eingang der
Leitung transformiert worden. '

Beispiel 41

Ermittle den Leitwert der Reihenschaltung zweier komplexer
Widerstinde Ry = (10 + j50)Q und Rz = (10 — j 100)Q
auf grafischem Weg!

a)

b)

€)

d)
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Man normiert auf einen beliebigen Wellenwiderstand, z. B.
Z=100Q, R1/Z = 0,1 4+ j0,5,Re/Z=01—j 1

R1/Z ist in das Diagramm einzutragen (Schnittpunkt U).
Nun addiert man entweder bei konstantem Ri1/Z oder X1/Z
die Komponenten von Rz/Z. RifZ = konstant ergibt
X1/Z + X3/Z = —j 0,5 (L). Danach erhiilt man X;,0/Z =
konstant und bildet Ry/Z + Re/Z = 0,2 W. Derselbe
Wert 148t sich auch auf analytischem Weg ermitteln. Zum
Schnittpunkt W gehoért der m-Kreis 0,16.

Zur Feststellung des Leitwerts ist wieder der Strahl durch
m und 1 zu legen und vom 180° abgelegenen Schnittpunkt
W mit dem m-Kreis zu schneiden (X). Die Komponenten
des auf diese Weise erhaltenen Leitwerts sind Zg = 0,7
und Zp == +j 1,70.

Der Leitwert betrigt & = (7 + j 17,5) mS; das entspricht
den Widerstéinden Rp = (143 — j 59) Q.



5. Winkelfunktionen

Besonders im vorhergehenden Abschnitt wurde deutlich, da
in der Amateurtechnik die Winkelfunktionen eine groBe Rolle
spielen. Auch im téglichen Leben wird die Anwendung einiger
dieser Funktionen gefordert. Die nachstehende Aufstellung
verzichtet auf Ableitungen ; sie ist nur als Uberblick zu werten.
Zum tieferen Eindringen in das Gebiet muB} die spezielle Fach-
literatur gelesen werden. )

5.1. Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck

Entsprechend Bild 14 bezeichnet man die Seite ¢ mit Hypo-
tenuse, die Seite a mit Gegenkathete und die Seite b als
Ankathete. Die den genannten Seiten gegeniiberliegenden
Winkel nennt man y, «, .
Allgemein gilt:

c2 =a2 + b2 (103)

Fir die Winkelfunktionen ergibt sich:

. a a c
sinoe=-— an @ == -~ seco = —
c " b " b (104)
b b c
cosy = — cos @ =— cosecq = —
c a a
Nachstehend nun einige Verbindungen der Funktionen.
Es ist: sin? a-} cos2a =1 (105)

a= Gegenkathele

Bild 14

b = Ankathere
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Daraus wird:
sine = l/l —cos?a  cosa = l/l — sin2a  (106)

sin « 1
Ferner: tan o = =
cosa cot x

1

|
Seco = : (107)
COS o I
1 |
cosec a = —
Sin o J
1
COS o = —jmr——— (108)
]/1 + tan2«
1
(109)

sing = F7——————
Vl -+ cotla

5.1.1. Siitze im allgemeinen Dreieck

Von Bedeutung sind einige Beziehungen zwischen den Seiten
und Winkeln im allgemeinen Drejeck.

Sinussatz

Im ebenen Dreieck verhalten sich je zwet Seiten wie die Sinus
der gegeniiberliegenden Winkel:

sinf b
sina  a
(110)
siny ¢
sinf b
Kosinussatz

Im ebenen Dreieck ist das Quadrat einer Seite gleich der Summe
der Quadrate der beiden anderen Seiten, vermindert um das
doppelte Produkt aus diesen und dem Kosinus des von thnen
eingeschlossenen Winkels:

a2 =Db2 L+ ¢2 —-2hccosa
b2=c¢24 a2 — 2 cacosf (111)
¢z = a? 4 b2 — 2ab cos y -
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Halbwinkelsatz

Die Winkel in einem Dreieck lassen sich auch mit Hilfe der drei
Seiten auf folgende Weise bestimmen:

x /B-C ) V-C
tan — = - tan — =
2 ]S‘A 2 s B
y VA-B
tan = =
2 s-C (112)
b
mit s=aJ+ +——CA=S~-8,
2
B=s—b
C=8—c

5.2,  Winkelfunktionen im Einheitskreis

Legt man ein rechtwinkliges Dreieck so in einen Kreis, dafl
¢=r dem Radius des Einheitskreises (r = 1) entspricht,
dann ergibt sich ein einfaches Mittel zur Veranschaulichung
der trigonometrischen Funktionen (Bild 15). Den Funktions-
werten sind Strecken zugeordnet.

Der sin « ist gleich der MaBzahl der Ordinate.
Der cos « ist gleich der Mafzahl der Abszisse.
Der tan« ist gleich der Mafizahl der Haupttangente.
Der cot a ist gleich der MaBzahl der Nebentangente.

y

cot o

I I, S

[ Y §
&l
St
0 wsa X
n )4
Bild 15
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Des weiteren lift Bild 15 erkennen, daB eine Darstellung der
Funktion in allen 4 Quadranten moglich ist. Danach weisen
trigonometrische Funktionen eine Periodizitit auf:

sin (o -k 360°) = sin«
-cos (¢ + k360°) = cosa
tan (x + k 360°) = tana
cot (@ + k 180°) = cot

k=0;--1;42; -+ 3...(113)

Beispielsweise hétte ein sin 400° denselben Funktionswert wie
sin 40°, denn es ist 360° - 40° = 400°. Die Funktionswerte
kann man im Diagramm gut ablesen. Man sieht, die sin- und
cos-Werte weisen einen maximalen Wert von 41 auf, dagegen
erreichen die tan- und cot-Werte maximal bis --0o. Nihere,
d. h. genauere Werte sind aus den Tabellen fiir trigonome-
trische Funktionen zu ersehen. Auler den Gradzahlen an der
Abszisse enthalten sie noch einige Angaben im Bogenmal
(werden spiter erldutert). In eine Tabelle zusammengefaBt,
ergeben sich folgende Vorzeichen und Verliufe der Funk-
tionen:

Tabelle 3
Qua- oy cos tan cot
drant
I + + + -+
steigt von  fillt von steigt von  féllt.von
0 bis 1 1 bis 0 0 bis oo oo bis 0
II + — — . —
fillt von fillt von steigh von  fillt von
1bis 0 0 bis —1 —oobis0  0bis —o0
IIm — — + +
fallt von steigtb von  steigt von  {illt von
0 bis —1 —1bis 0 0 bis 00 -}-co bis 0
v — + — —
steigt von  steigt von  steigt von  fillt von
—1 bis 0 0 bis +1 —oo bis0 0 bis —oo
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Fiir oft vorkommende Funktionswerte gibt die nachstehende
Aufstellung einen Uberblick:

Tabelle 4

I 0°/360° 30° 45° 60° 90° 180°  270°

arc 0(2n) n/6 = #/d= =3 = =2 7 3 n/2
0,524 0,716 1,047

gin 0 0,5 0,707 0,86 +1 0 —1

cos +1 0,866 0,707 0,5 0 —1 0

tan 0 0,577 1 1,73 doo 0 Loo

cot +oo 1,73 1 0,577 0 400 0

Im folgenden wird ein Verfahren genannt, das angibt, mit wel-
chem Winkel sich der richtige Funktionswert berechnen 1483t.
Abgesehen vom Vorzeichen, das aus den obenstehenden Ta-
bellen entnommen werden kann, gilt

90° - «°
270° 4- &°
180° 4- °
360° & «°

eine Funktion von { } gleich der Kofunktion,

eine Funktion von { } gleich der Funktion.

g
Kofunktion: cos stellt die Kofunktion zum sin dar, cot stellt
die Kofunktion des tan dar. Beispielsweise ist sin (145°) = sin
(180 — 35) = sin 35° oder tan 135° = tan (180 — 45) = tan
(90 4 45) = cot 45 (Vorzeichen Minus, da II. Quadrant).

5.3, Beziehung zwischen Winkel und Bogen—

In diesem Abschnitt wurde wiederholt vom BogenmaB ge-
sprochen. Im folgenden wird dieser Begriff néher erldutert.
Hat man den Mittelpunktwinkel im Xreis mit dem Radius r,
so gehort zu diesem Winkel der Bogen b der Linge:

I

= 5o (114)
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Dividiert man durch r, so ergibt sich das Bogenmal} des Win-
kels a:

b 7
arca = - = —a° = 1,75 - 102 &° (115)
r 180°
Danach ergeben sich zwei Moglichkeiten, um den Winkel zu
messen (Diagramm 4). In den Tabellen fir trigonometrische
Funktionen sind der Funktionswert und das Argument ent-
weder im Bogen- oder Gradmaf} aufgetragen. Beim Bogenmal
bestimmt man den Winkel mit Hilfe von GL (115). In diesem
Zusammenhang sei erwdhnt, dal bei den komplexen Zahlen
die Beziehung ¢ = are tan X/R angefithrt worden ist. Das ist
die Umkebrfunktion von X/R = tan . Hat man X/R er-
mittelt, so braucht man diesen Wert nur in die tan-Funktion
zu ibertragen und erhilt damit ¢.

Nun noch einige Bemerkungen zum Winkelmall. Ein Grad ist
der 90ste Teil des rechten Winkels. 1° hat 60 min (60’) und
1 min 60 s (60”). Demnach:

1° = 60" = 3600”

Die Tabellen der trigonometrischen Funktionen unterteilen in
10, 20’ ... oder in Dezimalstellen 0,1; 0,2 ... Die Umrech-
nung nimmt man wie folgt vor: (10/60) - Minuten = Dezimal-
stelle (z. B. 45°15" = 45,25°). Ein Neugrad 18 ist der 100ste
Teil des rechten Winkels. Damit ergibt sich:

1° = 1,1118 oder 18 = 0,9°

5.4. Weitere Zusammenhiinge zwischen Winkel-
funktionen und Winkeln

Eine Reihe von Beziehungen, die in der Amateurtechnik ver-
wendet werden, enthalten Winkelfunktionen, die nicht sofort
zu iiberblicken sind. Die nachstehende kleine Auswahl soll
einen Uberblick tiber die Winkelfunktionen geben. Die Addi-
tionstheoreme stellen dar, wie sich die trigonometrischen
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Funktionen einer Summe oder Differenz der Winkel a und

aus den Funktionen der Einzelwinkel zusammensetzen.

sin (a 4- f) = sin « cos § - cos a sin B
cos (a 4 ) = cos a cos § F sin a sin §
_ tana - tanf
tan(aiﬁ)—l F tan « tan
cotaxcot f T 1
cot (= £ f) = cot f + cot «
sin o +sinﬁ=2sina+ﬂcosagﬂ
sina—sinﬂ:Zeosa—f—ﬁsina;ﬂ
cosaz-{—eosﬁ:écosa Tl_ﬁeosa_ﬁ
2 2
cosa — cos ff = ——2sina+ﬁsina%ﬂ
tanaitanﬁ:w
cos a cos 8
cot o cotﬂzw
sin « sin §

cosa - sin & = Vl -+ sin (_27)

sin%e¢ — sin?f = cos2f — cos?a

= sin (« + B) sin (@ — f)

2 sin « sin f§ = cos (¢ — f) — cos {« + f)
2 sin « cos § = sin (¢ + f) + sin (x — f)
2 cos « cos f = cos (& + ff) -+ cos (¢ — f)
2 cos a sin § = sin (« 4 f) — sin (x — f)
tana + tan 1
cot a - cot " cota cot 8

tan a tan § =

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

121)
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. . @ &
sin & = 2 sin — cos —
2 2

sin 2o = 2s8ina cos «

cos 2 @ = cos2e — ginZx = 1 — 2 sinZx

1 — tan2« (122)
=2c0820 — 1 = ———
1 4 tan2«
2 tan « 2
tan 2 a = =
1 — tan?2 cota — tana
cot2e — 1
cot 2o = — = 0,5 (cot @ — tan «) (123)
2 cot a
(= l/l — cos &
sin{=|=J ————
2 2
= 0:5(V1 + sina —~ l/l — sina)
a Vl -+ cos a
cos|{=}) =} ———
2 2
=0,5()/1 +sina + )1 —sina)
i 1
tan ay §1noc _ + cos a (124)
2 1+ cosa sin «

Vl—cosoz
o 14 cosa

(o:) sin o 14+ cosa
cot | = =

2 :l—cosoc sin a
V1—|—cosaz
TV 1—cosa

Beispiele zu den Winkelfunktionen

Beispiel 42
In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Seite a = 10 cm, die
Seite ¢ = 30 cm lang. Wie gro8 sind die Winkel im Dreieck ?

10
Nach Gl. (103) ist sina = 0= 0,33.
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Aus den Tabellen iiber Winkelfunktionen oder mit Hilfe des
Rechenschiebers erhilt man fiir « = 19,5°. Der kael y be-
trigt 90°; somit ist § = 90 — 19,5 = 71,5°.

Beispiel 43

Am Anfang einer aufwirts filhrenden VerkehrsstraBe weist ein
Verkehrsschild auf eine Steigung von 30% hin. Unter welchem
Winkel gegeniiber der Horizontalen steigt die Strafle ?

Die Angabe von 30% Steigung besagt, daB nach 100 m auf-
wirts fithrender Strae eine Hohe von 30 m iiberwunden wurde.
Auf das rechtwinklige Dreieck iibertragen, entspricht die Linge
der Strafe der Hypotenuse, die Hohe der Gegenkathete. Somit

30 .
erhilt man tan ¢« = 1060 = 0,30 und den Winkel « = 16,7°;

. p .
all st tanoe = — (pin %).
gemein i o ™ (p )

Beispiel 44
Von einem Dreieck sind die Seiten a = 1 m, b = 1,5 m und
¢ = 2 m bekannt. Bestimme die Winkel in diesem Dreieck!
GemiB Gl. (111) ist
k b2 2 92 225--4-—1 5,25
cosq m T T A 22T =22 _ 0,875,
2 be 3-2 6
also ergibt sich fir « = 29°.

Dartiber hinaus 148+ sich mit Hilfe dieser Gleichung
14+4-—-225
2.2
Bekanntlich sind die Winkel in einem Dreieck 180°. Demnach

ist y = 180 — 76 = 104°.

cos f = = 0,688 und damit § = 47° errechnen.

Beispiel 45
Welchen Wert hat der Sinus des Zeitwinkels 600° ?

Ein Umlauf im Einheitskreis umfat 360°. Daraus folgt, daB
600° weniger als 2 Umldufe ergeben. Somit ist k = 1 und der
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zu betrachtende Winkel 600° — 360° = 240°. Man kann sin
240° zerlegen in 180° -~ 60° = 240°. Nach Abschnitt 5.2. ist
sin 240° entsprechend sin 60°. Da im III. Quadranten der
Winkel 240° betrigt, wird der Funktionswert negativ. Somit
ist sin 240° = —0,866.

Beispicl 46

Im GradmaB ergibt ein Winkel 75°29". Wie wird dieser Winkel
im Bogenmal} angegeben ?

Zunichst wird das WinkelmaB in Dezimalstellen (Minuten)
umgerechnet (10/60) - 29 = 0,483; damit ergeben sich 75,483°.
Mit Hilfe von Gl. (151) erhilt man arc o = 1,75 - 10-2 - 75,483
= 1,32.

Beispiel 47
Der Augenblicksstrom im Antennenkreis eines amplituden-
modulierten Senders ist:
i = Iy cos wnt + Iy cos wnt cos wpt
Welche bekannte Beziehung erhélt man durch Anwenden der
Gl. (120)?
Den zweiten Summanden von i kann man nach Gl (120) um-
formen, und man erhilt:

1 1
oS wpt cos wpt = 2 cos (wn + wn) t + 3 cos (wp — wn) b
Setzt man diesen Wert in die obige Beziehung ein, dann ist:
. I, I,
i= Iy cos wpt + 3 cos (wn + wn) t + 5 cos (wn — wa)t

Iy = Amplitude der Trigerschwingung;

In = Amplitude der Modulationsschwingung;
on = Trigerfrequenz;

wn = Modulationsfrequenz.

Als Ergebnis erhélt man die Tragerschwingung I cos wyt, das
obere Seitenband (I,/2) cos (wn -+ @n) t und das untere Sei-
tenband (I,/2) cos (wn — wn) t.
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6. Tabellen und Diagramme

Tabelle 5 Dekadischer Logarithmus der Zahlen von 1 bis 100

Nume- Logarith- Nume- Logarith- Nume- Logarith-

rus mus rus mus rus mus
0 — 28 1.44716 56 1.74819
1 - 0.0000 29 1.46240 57 1.75587
2 0.30103 30 1.47712 58 1.76343
3 - 0.47712 31 1.49136 59 1.77085
4 0.60206 32 1.50515 60 1.77815
5 0.69897 33 1.51851 61 1.78533
6 0.77815 34 1.53148 62 1.79239
7 0.84510 35 1.54407 63 1.79934
8 0.90309 36 1.55630 64 1.80618
9 0.95424 37 1.56820 65 1.81291
10 1.00000 38 1.57978 66 1.81954
11 1.04139 39 1.59106 67 1.82607
12 1.07918 40 1.60206 68 1.83251
13 1.11394 41 1.61278 69 1.83885
14 1.14613 42 1.62325 70 1.84510
15 1.17609 43 - 1.63347 71 1.85126
16 1.20412 44 1.64345 72 1.85733
17 1.23045 45 1.65321 3 1.86332
18 1.25527 46 1.66276 74 1.86923
19 1.27875 47 1.67210 75 1.87506
20 1.30103 48 1.68124 76 1.88081
21 1.32222 49 1.69020 7 1.88649
22 1.34242 50 1.69897 78 1.89209
23 1.38021 51 1.70757 79 1.89763
24 1.38021 52 1.71600 80 1.90309
25 1.39794 53 1.72428 81 1.90849
26 1.41497 54 1.73239 82 1.91381
27 143136 ° 55 1.74036 83 1.91908
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Nume- Logarith- Nume- Logarith- Nume- Logarith-

rus mus rus mus rus - mus

84 1.92428 90 1.95424 96 1.98227
85 1.92942 91 1.95904 97 1.98677
86 1.93450 92 1.96379 98 1.99123
87 1.93952 93 1.96848 99 1.99564
88  1.94448 94 1.97313 100 2.00000
89 1.94939 95 1.97772

Tabelle 6 Funkiionswerte der Winkelfunktionen

7 sin ¢ cos @ tan ¢ cot @ are ¢°

0 0,0 1,0 0,0 — 0,0
5 0,087 0,996 0,087 1143 0,087
10 0,174 0,985 0,176 5,67 0,174
15 0,259 0,966 0,268 3,732 0,262
20 0,342 0,940 0,364 2,747 0,349
25 0,423 0,906 0,466 2,145 0,436
30 0,50 0,866 0,577 1,732 0,524 = =/6
35 0,574 0,819 0,70 1,428 0,611
40 0,643 0,766 0,839 1,192 0,698
45 0,707 0,707 1,0 1,0 0,786 = =4
50 0,766 0,643 1,192 0,839 0,873
55 0,819 0,674 1,428 0,70 0,96
60 0,866 0,50 1,732 0,577 1,047 = 7/3
65 0,906 0,423 2,145 0,466 1,137
70 0,940 0,342 2,747 0,364 1,222
75 0,966 0,259 3,732 0,268 1,309
80 0,985 0,174 5,67 0,176 1,396
85 0,996 0,087 11,43 0,087 1,484
920 1,0 0,0 — 0,0 1,571 = #/2
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